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《极限 的 基本 理论 与 方法 》 一 书 ， 着 重 于 对 极限 论 中 的 
基本 概念 、 基 本 理论 以 及 方法 ， 作 比较 系统 的 阐述 。 同 时 ， 
对 其 中 重要 的 概念 、 性 质 、 原 理 ， 以 及 它们 的 特征 、 意 义 、 
应 用 ， 都 作 了 评注 和 说 明 。 
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下 编写 的 。 西 北 师范 学 院 数 学 系 副 主任 丁 传 松 副教授 对 本 书 
提出 过 宝贵 的 修改 意见 ， 在 此 一 并 致谢 。 
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本 书 对 极限 论 中 的 基本 概念 、 基 本 理论 和 方法 作 了 比较 
深入 而 系统 的 便 述 ， 对 …' 些 应 该 注意 的 问题 作 上 评注 与 说 
明 。 可 供 大 、 中 学 师 生 参考 。 对 一般 学 习 徽 积分 的 读者 也 有 
一 定 的 参考 价值 . 
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$1 极限 方法 的 基本 思想 
及 其 重要 意义 


— 极限 方法 的 基本 思想 


极限 是 描述 数列 和 函数 在 无 限 过 程 中 的 变化 趋势 的 重要 
概念 。 极 限 方法 是 微 积 分 中 的 基本 方法 ， 它 是 人 们 从 有 限 认 
识 无 限 、 从 近似 认识 精确 、 从 量变 认识 质变 的 一 种 数学 方 
i. A ze 

早 在 两 和 于 多 年 前 ， 在 庄子 的 《 天 下 篇 里 引 惠 施 的 话 
w, “R2, 日 取 其 半 , JERA” . 就 是 把 一 根 一 尺 
长 的 本 棒 ， 第 一 天 截取 半 尺 余 半 尺 ; 第 二 天 从 第 一 天 所 剩 下 


BUSERGUR— E, MRKI 尺 ， 余 二 尺 ， 第 三 天 又 从 第 二 天 
FATH RARE, BARI. RAR MERET 
去 ， 直 至 第 an 天， 我 们 把 逐日 截取 的 量 记 为 as， 余下 的 量 记 
为 rn， 逐日 截取 量 积累 起 来 的 和 记 为 Su， 列 入 下 表 。 | 


当 n 越 来 越 大 时 ,数列 { an } 或 { rn $ 的 項 随 着 n 的 増大 
而 越 来 越 小 ， 但 无 论 n 多 么 大 ， 所 截取 的 量 和 余下 的 量 总 还 


有 总 尺 ， 这 就 是 所 谓 的 万 世 不 总 。 万 年 虽然 漫长 PAAR, 
如 果 我 们 把 “日 取 其 半 ” 不 断 进行 下 去 ， 当天 数 a 无 限制 增 
1 


AUG) 1| 
Snell 2 AE. 


大 《 记 成 noo ) 时 ， 直 观 上 很 明显 ， aa 或 rn = 去 将 无 限制 
地 变 小 , 只 要 天 数 足 够 多 ， 它 就 可 以 任意 接近 于 零 ， 但 它 又 
不 是 真正 的 等 于 零 ， 这 说 明 随 着 n 的 变 大 ， 变 量 aa 或 rn 的 变 


们 把 0 就 叫做 数列 { ra }: 
l 1 1 .. 1 . 
. 9,9 23? 25* 7v gny 


的 极限 。 记 为 
limr。=0 或 limz = 
n> ne 


再 来 考察 数列 { Så ) s 


E T Mo ES cup PNE S 1 
| 2* 2 2i + tn CU 
———— BARE 


1 ~li 


某 一 天 次 (Cn ) ;不 妨 设 0 = 100, 则 Se= テ tit" "ties 
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^ut di) 


=] - ji. 这 是 一 个 有 限 和 和 ， 用 初等 数学 的 方法 总 是 可 以 


计算 出 来 的 。 问 题 是 一 尺 之 极 要 日 复 一 日 地 截取 下 去 ， 随 着 
天 次 的 增长 ， 我 们 就 要 计算 一 个 无 限 和 ， 

| pitite HAt, 

如 何 计算 这 个 无 限 和 呢 ? 由 构成 的 积累 和 Sa 的 意义 ， 只 有 研 
究 数列 { S。} 在 no 无 限 增 大 的 过 程 中 的 变化 趋势 了 ,由 于 在 


第 (n - 1 ) 天 与 第 n 天 截取 的 量 分 别 为 二 和 十 ， 于 是 在 第 


n 天 积累 的 量 S。 比 第 (na - 1 ) 天 积累 的 量 S。- EI. D 
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这 说 明 { Si } 有 逐日 增 大 的 趋势 , 但 它 又 不 是 增 大 得 无 法 估 
计 ， 因为 
_ Sa= 六 + 让 十 I i — ən = 1 a< 1, 
当 n 无 限 增 大 时 ，an 与 0 任意 地 和 逼近。 所以， 当 n 元 限 増大 
Hh, 数列 (S, } 愈 到 后 来 的 项 就 愈 逼近 入 1 ， 故 省 
limS,= 


这 说 明 极 限 概念 是 从 数量 上 描述 变量 在 无 限 过 程 中 的 变 
化 趋势 的 ， 为 了 正确 地 理解 极限 方法 的 基本 思想 ， 再 看 下 徊 
两 个 例子 ， | 

1 面积 问题 

在 面积 的 计算 问题 中 ， 对 其 些 规 则 的 平面 图 形 ， 如 三 角 
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形 、 梯 形 等 ， 可 以 运用 相应 的 面积 公式 。 但 是 对 某 些 “ 曲 ” 
边 或 “不 规则 ”的 平面 图 形 ， 在 初等 数学 中 就 没有 理想 的 面 
积 公式 可 用 。 于 是 只 好 将 曲 的 或 不 规则 的 图 形 分 割 成 规则 的 
图 形 ， 实 际 上 是 把 整体 分 成 了 许多 局 部 .就 整体 来 说 ， 其 周 
界 是 曲 的 或 不 规则 的 ， 但 就 其 局 部 来 说 ， 小 段 曲线 可 以 用 直 
线段 去 近似 代替 ， 即 在 局 部 的 小 段 曲线 或 不 规则 的 部 分 上 可 
以 近 似 地 “ 以 衣 代 曲 ” 。 再 把 这 些 局 部 的 图 形 加 起 来 就 近似 
地 得 到 整体 。 分 得 越 细 ， 所 得 的 近似 值 就 越 精确 ， 

pii 求 抛物 线 y= x:、 直 线 x= 1 和 x 轴 围 成 的 曲 边 三 
角形 OAB 的 面积 。 ーー 
ー | 把 曲 边 三 角形 OAB 分 成 n 个 
小 曲 边 梯形 ， 再 把 每 一 个 小 曲 边 
BERAY Bi- Bi 以 直线 段 
Bi_iBi 代 之 , 这 样 就 得 到 若干 个 
与 相应 的 小 曲 边 梯形 面积 近似 的 
小 矩形 ， 具 体 来 说 ， 就 是 分 OA 
为 n 个 相等 的 小 段 , 分 点 Ai (i= 
图 1 一 1 1, 2, =e, n- 1) ffi e bro 
a £ 3 2 asi 
n 


.» 3 
n ° , n 


tg— BS T, 于 是 以 人 K 一 )Gi = 0,1,2;,^"75,nn—1) 
为 高 ， 得 到 z 个 小 矩形 ， 其 面积 的 总 和 


de ka ld 
Sr= 0 w e) re 
i xu lo ys. d 


tss. 


の ・- 


12 十 22 十 %… 十 (了 一 1) 
Er 
_ (n-1)n(2n- 1 ) 


6n? 
1 1 1 


3 
是 曲 边 三 角形 OAB 面 积 的 近似 值 。 当 n 增 大 时 ， 相 应 地 得 到 
一 串 近似 程度 随 着 提高 的 近似 值 。 考 虑 这 些 近似 值 的 变化 赵 
势 , 当 n->oo 时 ，-2 一 和 -都 趋 于 0, 所 以 曲 边 三 角形 OAB 
的 面积 为 x 
S-linSa-lin (a + ge T 
求 曲 边 三 角形 OAB 的 面积 问题 ， 在 这 里 实际 上 是 考察 
数列 | 
Sis 93, Ss; ^, ON,,* 


(其 中 S, - T - gy + apr? Sn 无 限 增 大 时 的 变化 趋势 问 


2 速度 问题 ーー 

下 面 再 来 讨论 变速 运动 的 速度 问题 . 

对 作 匀 速 运动 的 物体 ， 它 的 速度 V 的 求法 是 以 运动 所 需 
的 时 间 t 去 除 物体 所 移动 的 距离 9， 邑 


但 对 变速 运动 ， 由 于 在 整个 过 程 中 ， 其 速度 是 时 时 在 变化 着 
的 ， 因 此 ， 所 说 的 速度 是 指 运 动物 体 在 某 一 时 刻 的 瞬时 速 


B, 而 用 公式 ( 1 ) 去 求 ， 求 出 来 的 只 是 在 某 豚 时间 内 的 平 
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均 速 度 。 如 何 求 变速 运动 的 速度 呢 ? 下 面 以 自由 落体 运动 为 
例 ， 分 析 这 种 速度 的 求法 . 

例 2 设 物体 在 初始 时 是 静止 的 ， 据 实验 知 ， 如 果 忽 路 
空气 阻力 的 作用 ， 在 时 间 t 内 物体 下 落 的 路 程 S 为 


= 二 gt* (其 中 g 是 重力 加 速度 ) 问 自由 落体 在 其 路 
程 中 的 每 一 点 上 速度 有 多 快 ? 此 即 物理 上 自由 落体 的 瞬时 到 
度 问 题 ， | 
设 物体 在 时 刻 t。 经 过 某 一 点 M。( 图 1 一 2 )， 现在 要 

求 的 就 是 物体 在 时 刻 t=t。 的 速度 ， 
,10 o MJ IRS = 名 gto*， 得 到 的 结果 为 
osil gto, 它 是 从 运动 开始 到 t, 这 段 时 间 内 的 半 均 
M 速度 ， 并 非 物 体 在 点 M 的 速度 , | 
S: se call AM; 


《其 中 Ati = 07 秘 ,代表 从 ts 开始 所 经 过 的 


时 间 ， 17 0, 1, 2,55, «BA EE 
图 1 一 2 At RS 


ーー AȘ SGE (t At テーラ gte 
i quem 则 


ASi ge + Ati)* - lg 
dtd om 
= gt iE 28* At: 


——  — 令 Ati= 1 
P.ls,-l eld RAER, MBHERUAUR 
Z| A FË 


10* or 


m c g ` 
10? ` 2.10?" 


ao 
变 的 ， 对 于 每 一 个 Al， 平均 进度 -人 .确实 不 能 确切 地 反 
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映 物体 在 时 刻 to 的 速度 ， 但 是 当 At; 越 来 越 小 时 ， 在 局 部 很 
小 的 一 段 时 间 内 ， 变 速 可 以 近似 地 看 成 匀速 ， 即 近似 地 “以 
匀速 代 变速 ”。 根 据 这 个 观念 ， ee 如 果 让 


"e P 
Ati 依 次 取 1, To 1192? ""s ig 一 方面 to +Ati 就 越 


来 越 接近 时 刻 t。， 另 一 方面 相应 的 平均 速度 -信也 就 越 来 


越 接近 时 刻 t。 的 速度 ， 那 么 剩 下 来 的 就 是 从 近似 过 渡 到 精确 
的 问题 了 。 


为 了 从 近似 过 滤 到 精确 ， 由 于 Ats = 0s， 可 以 让 X 
限制 地 增 大 ， 当 noH), At, 无 限制 地 变 小 ， 由 上 表 容 易 


夏 出 .全 也 无 限制 地 变 小 ， 那 么 -个 -就 和 gt。 无 限制 地 

接近 ， 即 

| S .ASn . E d 
Meg A a ? gtt tige) 


— gto. 

这 就 是 自由 落体 在 时 刻 tv 的 瞬时 速度 

上 面 列举 的 面积 问题 ， 实 质 上 是 积分 学 中 的 问题 ， 变 束 
运动 的 瞬时 速度 问题 ， 又 是 微分 学 中 的 问题 。 我 们 在 讨论 这 
些 典型 问题 的 时 候 ， 一 个 最 基本 的 观点 ， 就 是 变化 的 观点 ， 
这 是 辨证 法 在 数学 中 的 运用 。 如 果 没 有 这 种 变化 的 观点 ， 就 
无 法 认识 圆 的 面积 、 曲 边 三 角形 的 面积 、 曲 线 的 切线 、 变 速 
运动 的 退 时 速度 等 等 。 如 在 圆 面积 问题 中 ， 我 们 把 圆 面积 
着 成 圆 内 接 多 边 形 的 边 数 无 限 增加 时 正 多 边 形 面积 的 极限 ， 
对 曲 边 三 角形 面积 的 看 法 也 不 例外 。 在 求 变速 运动 的 退 时 速 
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度 问 题 中 ， 在 小 段 时 间 内 ， 以 匀速 近似 代替 变速 ， 再 从 这 小 
段 时 间 内 的 平均 速度 的 变化 当中 去 认识 瞬时 速度 。 所 讨论 的 
面积 和 速度 问题 ， 虽 然 各 个 问题 的 具体 内 容 不 同 ， 但 都 是 要 
实现 从 有 限 过 渡 到 无 限 、 从 近似 过 渡 到 精确 、 从 量变 过 渡 到 
质变 .如 何 实现 ? 只 有 让 an 无 限 地 增 大 (在 速度 问题 中 让 At, 
无 限 地 减 小 ) 。 随 着 n 无 限 地 增 大 ， 相 应 地 就 得 到 一 连 串 越 
来 越 精确 的 近似 值 ， 然后 再 考察 这 此 近似值 的 变化 赵 劳 ， 这 
就 是 极限 方法 的 基本 思想 . 


二 从 微 积分 的 历史 发 展 看 
极限 方法 的 重要 意义 


十 七 世纪 ， 随 着 生产 力 和 科学 技术 的 发 展 ， 牛 顿 (Ne- 
wton ) MÆ f JE € Leibniz ) 在 总 结 前 人 经 验 的 基础 E, 
创立 了 微 积 分 。 这 门 新 的 科学 一 出 现 ， 就 发 挥 了 它 强 大 的 生 
命 力 的 作用 ,在 生产 和 科学 技术 上 得 到 了 广泛 的 应 用 .但 是 ， 
正当 人 们 欢呼 它 的 伟大 胜利 的 时 候 ， 却 发 现 了 微 积 分 的 基础 
有 毛病 ， 逻 辑 推导 自 相 和 矛盾 ， 下 面 我 们 以 求 自由 落体 的 瞬时 
速度 为 例 加 以 说 明 ， 


为 了 求 自由 落体 S= ¿t 在 时 刻 t= to 的 瞬時 速度 , 
WR. 8—PRHERC ios tr At 上 的 平均 天 


qe AD! - "giu" 
-2 At i 2 tg*At, 
然后 ， 让 At= 0 ， 可 得 在 时 刻 t = し 的 瞬時 速度 

V (t。) = gto. 


显然 这 里 产生 了 一 个 很 大 的 问题 倘若 Ats 0， 则 平均 速度 
永远 是 平均 速度 ， 倘 若 At = 0 ， RURA = 也 这 个 没有 
意义 的 “怪物 ”. 

微 积分 创始 人 牛顿 和 莱 布 尼 慈 ， 为 了 摆脱 这 个 困境 ， 分 


别提 出 了 好 几 种 说 法 ， g 


ob MM 
C At 可 写成 gt,， 这 就 是 历史 上 所 谓 的 “无 限 小 ”方法 。 


・At+ テ g・ « (AO? 


i 1 
H 一 te 十 -一 - 


At 的 极限 为 gt 但 极限 又 是 什么 呢 ? s pon 
EX. 

-其 三 ， 干 脆 硬 性 规定 gt 就 是 tv 的 解 时 速度 

如 此 等 等 的 说 法 ， A RER au a 


Abg. * CAO? | | 
0 dysie 1 211 U aq RU AUG. 


(证 ) 要 使 瞬时 速度 为 gt。， 又 必须 At= 0, 

这 两 个 互相 矛盾 的 任务 ， 要 由 同一 个 数 At 同时 担 负 起 
来 ， 这 在 数学 上 当然 是 不 能 允许 的 。 HETA, FWMA 
尼 兹 的 种 种 解释 ,不 但 不 能 自圆其说 ,反而 把 微 积分 “神秘 ” 
tT. 
围绕 微 积 分 的 基础 问题 ， 展 开 了 激烈 的 争论 。 包 括 贝克 
莱 在 内 的 一 批 神学 家 和 唯心 论 哲 学 家 ， 对 微 积 分 进行 了 严 历 
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的 批评 和 攻击 。 然 而 ， 微 积分 在 生产 与 科学 技术 中 表现 了 强 
大 的 生命 力 ， 使 许多 数学 家 致力 于 微 积分 的 黄 基 工作 ， 经 过 
长 期 努力 ， 终 于 由 柯 西 (Cauchy ) 、 维 尔 斯 特 拉 斯 ( We- 
ierstiass) 等 人 找到 他 科学 的 理论 基础， 邑 现 在 的 极限 方法 . 

mbi, SRB 2398 Cu Aula, m 
mna DEAE IO Yd ib 
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8$ 2 数列 极限 的 概念 及 其 解释 


圭一 节 通 过 三 个 典型 例子 着 重 介绍 了 极限 方法 产生 的 背 
景 、 基 本 思想 、 重 要 意 又 . 同时 指出 有 极限 的 数列 所 具有 的 
共同 的 特征 是 ， 从 发 展 的 趋势 来 看 ， 它 与 一 个 常数 可 以 无 限 
制 地 允 近 ， 人 们 称 此 常数 为 该 数列 的 极限 。 作 为 数学 的 要 
求 ， 应 该 提出 这 样 一 个 问题 ， 怎样 才 算 一 个 无 穷 数 列 与 一 个 
BEERE? 也 就 是 说 必须 给 这 种 直观 而 不 确切 的 极限 概 
念 一 个 严格 的 数学 陈述 。 由 于 数列 极限 的 定义 极其 重要 ， 但 
初学 者 又 难于 掌握 ， 所 以 本 书 将 着重 对 此 定义 加 以 说 明 . 


一 ”数列 极限 的 e 一 一 N 定 义 
为 了 说 清 问 题 ， 还 是 从 下 面 两 个 简单 例子 谈 起 ， 
例 1 考察 数 列 (x = チュ + ォ ーー スン 1. 


这 个 数列 有 一 个 明显 的 特点 ， 那 就 是 当 n 无 限制 地 増 
大 时 ， 相 应 的 函数 值 xn 无 限制 地 向 1 逼近 . 换 句 话说 ， 只 
要 n 增 大 到 一 定 程 度 就 能 保证 这 样 一 件 事 ， 要 |xn- 11 


+D- 1 |= 土 多 么 小 ， 它 就 能 多 么 小 . 
wi, mus | 1 + 了 一 ~ 1 | = 十 <0.01， 只 要 
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2100, 要 想 | 1 + 1|= 二 <0.001， 只 要 n> 

1000; 要 想 EES pecu ーー 1|- ー ぐ 0・ 0003, 内 要 n> 

3333, 一般 地 说 ， 对 任 给 正 数 e, 要 想 | 1+ーー ユ ーー 

= 二 <e， 只 要 n>N = | 一 | (以 后 用 Cx] 表 示 x 的 整数 部 分 )。 
总 结 以 上 的 讨论 ， 我 们 可 以 列 出 如 下 的 一 张 表 


Be 存在 | | 有 | 


| 


.01 100 n>100 |1+ D. is <o. 01 


_— i ーーーーーー 一 -一 -一 一 -一 一 -一 一 一 一 


n>1000 IE CD - 1|» lo. 001 


| 
x 
| 


0.001 | 1000 


ーー 一 — O M M — s ーーーーーー — 


21M 
n> 3333 | SLE -1| = 一 ご 0.0003 


一 -一 一， -一 -一 -一 一 -一 一 | -一 一 一 一 一 一 一 一 - 


e 0 N =[ ]a»N ーー -1» -1| = そく s 


0.0003, 3333 


表 中 第 一 列表 达 了 我 们 事先 要 求 的 1 «CU sa e 


近 的 程度 ， 第 二 列 回 答 了 为 达到 这 种 要 求 ，n 需要 增 大 的 程 
度 。 根 据 上 表 ,我 们 可 以 得 到 这 样 的 结论 ， 对 任 给 的 正 数 e， 
总 可 以 找到 某 一 个 正 整 数 N， 当 n >N 时 ， 有 


1M 
(— 1) a 
n | n 


1 + 


例 2 考察 数列 


n 


EN 
1.9, 1.99, ==, — . 

此 数列 的 一 般 项 为 xn = 2 - inm. 显然 ， 当 n 无 限 增 
大 时 ， 相 应 的 xn 无 限制 地 向 2 3838, dU 只 要 a 增 大 
到 一 征程 席 ， 就 能 保 证 本 | 2| =| 2 - -i 2 | = っ 
多 么 小 ， 它 就 能 多 么 小 . 

E pup - xn-2| = 


要 想 | xnー2| = 


mi <0.1, H m n> ] 。 


-« 0。 01, Hs n> 2 9 


1 ma 
= 4580-0002, HXN-(1g5000. 一 般 地 说 ， 要 想 
| = -2|= = ;只 要 n>N= (127 ré 


综 上 所 述 ， 我 们 同样 可 列 出 如 下 的 一 张 表 


2 


n> 2 - 
Clz5000〕 | 


0. A ood 


ーーーーーーーーー ーーーー -一 ”= 一 一 一 一- 一 一 一 -一 -一 一 一 -一 -一 


ur ーー ュー le 


iy n>N に did 


根据 上 表 ,我 们 可 以 得 到 这 样 的 结论 ， 对 任 给 s>0 ,总 可 
以 找到 这 样 的 正 整 数 N， 当 na >N 时 ， 有 |(2- ーー - 2| «e. 


通过 以 上 两 个 例子 的 分 析 ， 我 们 自然 推 想 到 ， 对 于 一 般 数 列 
{ xns } ， 假 如 A 是 它 的 极限 ， 即 ,“xn 无 限制 地 疝 A 靠 近 ”， 
或 者 “只 要 n 增 大 到 一 定 程度 后 ， |xa ~ Ai 要 多 小 ， 就 能 有 
多 小 ”。 这 种 直观 而 不 确切 的 描述 ， 就 应 该 严格 地 陈述 为 : 
对 任 给 的 正 数 es， 总 可 以 找到 某 一 个 正 整数 N， 当 nm 二 N 时 ， 
Alxa- Al べく g。 
定义 1 设 { xs } 是 一 个 无 穷 数 列 ，A 是 一 个 常数 ， 芳 
对 任 给 的 正 数 e ,总 存在 某 一 个 正 整数 N,， 使 得 当 a>>N 时 ,有 
iJa- A [ご g。 
则 称 当 n->oo 时 ， 数 列 { xn } 以 A 为 极限 ， 或 者 称 数列 
(xs } 收敛 于 A， 并 记 为 
limxg = A Bk xn~>A 6n-—99), 


此 定义 中 的 四 句 话 ， 各 有 其 用 处 和 含义 ， 多 一 句 就 画 蛇 
添 星 ， 少 一 句 就 漏洞 百出 ， 调 换 句 子 的 位 置 也 会 面目 全 非 ， 
也 就 是 说 这 个 定义 的 陈述 严谨 、 精 练 、 逻 辑 性 强 ， 真 可 谓 千 
EAH. 

下 面 我 们 进一步 对 此 定义 的 特征 ， 定 义 结构 中 每 一 个 
“部 件 ” 的 含义 、 职 能 、 相 互 关系 加 以 说 明 ， 


二 ”对 极限 e 一 N 定 义 的 评注 


1. 极 限定 义 的 非 构造 性 ”数列 极限 的 定义 是 一 种 所 谓 非 
15 


构造 性 的 定义 。 具 体 来 说 ,该 定义 只 给 出 : 一 个 数列 x.) 
与 一 个 常数 A 是 否 有 极限 关系 的 “定性 ”描述 ， 并 未 给 出 由 
已 知 数列 求 出 其 极限 的 具体 方法 ， 因 此 在 用 极限 定义 讨论 有 
关 极 限 的 问题 时 ， 必 须 事先 知道 其 极限 ， 否 则 就 不 能 用 ， 

2. 收 和 敛 数列 的 本 质 属性 ”首先 我 们 从 几何 直观 来 看 它 的 
特征 〈 此 后 ， 请 读者 时 时 注意 把 实数 与 数 轴 上 的 点 等 同 起 来 
看 ) 。 我 们 知道 ， 不 等 式 

1xa-Al<s 
与 不 等 式 
A-s<xyn<A+z | 
是 等 价 的 ， 所 以 数列 人 xn } 有 极限 A， 也 可 以 这 样 陈述 ， 

任 给 s> 0 ， 数 列 { x, } 中 便 存 在 一 項 xN. 在 xN 以 后 的 
所 有 项 x、 +1， Xy +29 XN rss o 都 夹 在 数 A 一 e 与 A t eZ. 
间 。 它 的 几何 意义 是 (图 2 一 1 )， 

PH 


H 2—1 | 

HEAREN, 意 存在 自然 数 N, Ma NH, 所 有 的 点 
XN +15 XN +23 C's 都 落 在 区 同 (A-g, A+se)， 即 A 的 e 
邻 域 之 中 (以 A 为 中 心 ,以 e 为 半 色 的 开 区 间 (A — e, A +e), 
或 者 满足 不 等 式 |x 一 A | 过 的 全 体 实数 x 叫做 点 A 的 e 邻 域 ， 
记 作 ，U(A，s) = {lx-Al<e } )， 至 多 只 有 有 限 个 点 
ži Xz tt» Xn 在 区 间 外 。 又 因 e 可 以 任意 小 ,- 从 而 开 区 间 
(A-e, A+ ) 的 长 度 2e 也 可 以 任意 小 。 由 此 可 见 ， 不 
论 在 A 的 怎样 小 的 近 傍 总 凝 介 着 数列 { xn } 的 无 穷 多 个 点 ， 
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而 且 在 此 近 傍 之 外 至 多 只 有 有 限 个 点 , 也 就 是 说 数列 { xn } 
中 几乎 所 有 的 点 全 凝聚 在 A 的 近 傍 ， 

其 次 ， 一 个 无 穷 数 列 { xn } 除 了 前 面 有 限 項 外 , 几乎 
全 凝聚 在 A 的 近 傍 ,这 就 说 明 这 个 数列 发 展 到 一 定 程度 后， 
不 管 n 变 化 多 大 ， 而 xn 却 变化 甚 微 ， 即 这 个 数列 发 展 到 一 E 
程度 就 越 来 越 稳定 。 这 种 “稳定 性 ”也 就 是 人 们 称 为 收敛 的 
真正 涵 意 . 

š. 8 与 的 作用 、 特 点 及 其 相互 关系 

(i) 作用 在 此 定义 中 s 的 作用 是 衡量 数列 ( x, ) 与 其 
极限 A 靠近 的 程度 ， 因 此 :必须 任意 。 但 是 ， 并 非 要 所 有 xo 
都 满足 |xn 一 A|<s， 而 只 要 从 某 一 项 xx 以 后 的 项 都 满足 
即 可 。 至 于 这 个 N 有 多 么 大 ， Xis X2» X35. ‘XN 这 些 项 是 
否 满足 ， 本 定义 不 加 过 问 。 所 以 ，N 不 在 大 小 ， 只 须 存 在 ， 

(ii) e 的 特点 ”我们 说 一 个 无 穷 数列 向 它 的 极限 逼近 ， 
要 经 历 一 个 无 限 过 程 ， 这 种 无 限 过 程 就 是 通过 的 任意 性 表 
示 出 来 的 .但 这 个 无 限 过 程 却 要 一 步 一 步 地 来 实现 ， 而 且 每 
一 步 的 变化 都 是 有 限 的 ， 这 种 有 限 性 通过 的 给 定性 表示 了 
出 来 。 由 此 可 见 ，e 具有 既 任 意义 确定 的 两 重 性 ， 

(iii) e 与 六 的 关系 g 给 定 在 先 ，N 找 到 在 后 , 即 N 依 赖 
于 e。 但 它们 之 间 的 关系 又 不 是 冰 数 关系 ， 因 为 根据 定义 对 
N 的 要 求 ， 它 只 “ 管 后 不 管 前 ”， 所 以 ， 当 e 给 定 后 ， 只 要 
能 找到 一 个 N， 那 么 N+ 1 ，N + 2，… 都 可 以 充当 N 的 “和 角 
色 ? 。 | : 

(iv) 根据 e 的 职能 与 特点 ,在 证 明 有 关 极 限 问 题 时 ,往往 
把 e 限 制 在 某 一 个 有 限 区 间 内 。 辟 如 令 0 <s<a， 这样 作 不 
仅 不 失 一 般 性 ,而 且 有 它 的 方便 之 处 ,这 是 因为 对 任 给 g ン 0, 
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都 有 一 全 N。 当 n>N 肘 ,。 有 
Ixa- A| «e, 
而 6 ご g<<g 是 g> 0 的 一 部 分 ， 所 以 对 任 给 0 ぐ g ご eo, 
更 能 找到 一 个 N， 当 n>N 时 ， 有 
[xa - Al «e. 
反之 ， 若 任 给 0 <g<c。 WAN, UMnNHN, A 
Ixa- Al «e, 
WARA >O, 如果 e' <a, WEAN, MnNH, 
|x — A| <; 如果 e^>a, 则 总 可 找到 一 个 e, 使 0 << a< 
s’'。， 对 这 个 e:， 有 N， 当 n>NBI, |x, - Al<s， 当然 出 有 
xn 一 Al<e’。 因 此， 对 任 给 的 二 0， 也 能 找到 N， 当 
n2NHB, H 
^ [xa- Al «e'. 
正 因为 这 样 ， 所 以 有 些 教科 书 上 ， "uem 陈述 为 
“任意 充分 小 的 正 数 e”， | 
例 3 证 明 limq = 0。 |ql ぐ 1 。 


分 析 根据 定义 ， 就 是 要 证 明 对 任 给 s> 0, 能 找到 N， 
当 s ジ N 有 時, 有 
lg" ~ 0| «s. 
如 何 找 呢 ? 可 以 从 绪论 出 发 , 即 从 |q" 一 0 T = |a Í" E 
取 对 数 得 nlg|ql<lgs。 因 为 |1qlj< 1, 所以 jglgl く 0, . 


此 ， kaz 可 见 只 要 取 N|- ubi 


J 当 n>N 


LI] "Hi 


时 ， 有 n> PAL 即 sfglq | <Jgg, Amilal?«e, Bj 


Iq" - 0 | «e, 
所 Plim"= 0, 


三 数列 极限 s 一 N 定 义 的 贫 定 形式 


为 了 彻底 掌握 极限 定义 的 本 质 ， 除 了 认识 它 的 正面 ， 还 
要 搞 清 它 的 反面 ， 即 极限 的 否定 形式 。 如 何 否 定 呢 ? 我 们 知 
道 ， 极 限 的 定义 是 由 两 个 关键 量词 “ 任 给 > (ER BUB" D. 
“存在 ”及 一 个 绝对 值 不 等 式 组 成 的 . 因此， 要 和 否定 极限 的 
定义 ， 只 要 将 “ 任 给 >” 、 “存在 ク 、|xu - Al<s 一 一 否定 
即 可 。 因 为 “ 任 给 ”与 “存在 ” 互 为 否定 ， |xn - A|< 的 
T XEJIxs- Ale, 这 样 就 不 难 写 出 否定 式 ， 

定义 2 Bian) 是 一 个 无 穷 数 列 ，A 是 一 个 常数 ， 落 
存在 一 个 正 数 eso, 对 任何 自然 数 N ,总 存在 一 个 na , 当 n。 >N 


， 有 


xs” A|>e,, 


则 称 A 不 是 { xn } 的 概 限 。 

-: 它 的 几何 形象 是 ， 如 果 常 数 A 不 是 { xs 的 极限 ， 则 必 
存在 一 个 正 数 seo， 在 A 的 s, 邻 域 (A-sge，A+tss) 外 有 
{ xx } 的 无 穷 多 个 项 。 

由 此 ， 不 难得 出 发 散 不 收敛 数列 的 正 而 陈述. 
定义 3 设 { xn} 是 一 个 无 穷 数列 ,如 果 对 任意 实数 A， 
行 在 一 个 正 数 e ,对 任意 自然 数 N ,总 存在 av， Mau NB Vf 
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Xn, — A|>, 
则 称 数 列 { xn } 发 散 。 

例 4 RE {xai 10^ 3 不 收敛. 

证 法 一 ”因为 数列 { x } 只 取 两 个 值 , 显然 1 - 1 不 
是 它 的 极限 ， 对 其 它 非 1 、- 1 的 实数 A， 只 要 取 g。 ぐ min 
{1A-1)，|A+1|} 即 可 . 

证 法 二 ” 任 取 实数 A， 因 为 


Ixsk - Al t Ixsk-17 Al ZlOGxok - AD - Cx i1-:1— A)| 
= |x%sk—xskaa|= 2 (k= 1, 2, )。 
FÆ, lxixk- Al Blxs-i- ALI SAPE —7 71, ^ti 
Ixsk - A|z 1 Ck boe. 
故 取 eg。 = 1 ， 对 任 给 N， 总 有 偶数 2k>N,， 使 
Ix:ik - Al 之 1 =ë, 
所 以 ，A 不 是 数列 { xn } 的 极限 ， 故 数列 { xn } 没有 极限 ， 


四 无穷小 量 与 元 穷 大 量 


定义 4 极限 为 零 的 变量 叫做 无 穷 小 量 , 
用 se 一 N 的 说 法 即 是 ， 
车 对 任 给 的 正 数 :， 总 存在 某 一 个 正 整 数 N， 使 得 当 


n>N, A 
Ixal «e. 
无 穷 小 量 与 很 小 的 量 是 有 原则 差别 的 ,无 穷 小 量 是 指 极 
慑 为 零 的 变量 ， 而 很 小 的 量 是 常量 日 是 相对 两 个 量 比较 而 言 
的 。 
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定理 ] 数列 { <, } 的 极限 为 A 的 充分 必要 条 件 AE: 
xa 可 表示 成 A 与 一 个 无 穷 小 量 xa 之 和 ， 即 
| Xp" Atan ag-*OC n—oo ) , 


证 明 必要 性 设 limxa= A, 则 由 数列 极限 的 
e 一 NN 定义 ， 对 任 给 Re >O, 总 存在 一 个 NN, 使 得 当 n>N 时 ， 有 


|xn- Al<e, 
由 此 可 见 ， 数 列 { xn- A } 是 无 穷 小 量 . TES 
An = xa = À, 
pij Xa = À +a, 
其 中 an 是 n SERR 
充分 性 Bx Atan :其 中 A 是 常量 ，on #a— o 
时 的 无 穷 小 量 , 则 对 任 给 >O， 总 存在 一 个 N， 使 得 当 n >N 
时 ， 有 


| lanl «e, 
jy Bj 
Ixa- Al Xe, 
所 以 
limxs = A. 
定 又 5 若 对 任 给 正 数 M， 总 存在 某 一 个 正 整数 N， 使 
得 当 n>>N 时 ， 有 
Ixs| M, 


则 称 数列 ( xn } 是 无 穷 大 量 ， 
显然 ， 数列-{ xs } 若是 一 个 无 穷 大 量 ， 按 通常 的 意义 
来 说 ， 它 的 极限 不 存在 ， 但 为 了 方便 有 时 也 说 : “无 穷 大 量 
的 极限 是 无 穷 大 ”， 并 记 作 | 
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Le 
如 果 对 于 上 面 所 考虑 的 无 穷 大 量 { xa } ， 从 某 一 项 以 后 
都 是 正 的 《 或 都 是 负 的 ) ， 就 记 作 
人 
说 明 无 穷 大 量 与 符号 “so” 及 很 大 的 量 三 者 有 原则 的 
不 同 。 很 大 的 量 是 一 个 常量 ， 只 有 两 个 量 作 比 较 才 有 意义 ; 
而 符号 “co” 不 是 数 ， 我 们 知道 在 实数 范围 蜂 没 有 它 ， 它 只 
代表 一 个 变量 变化 的 趋势 ， 无 穷 大 量 是 指 绝对 值 可 以 超过 任 
何 正 数 的 变量 。 三 者 不 可 混淆 。 TM 
定理 2 车 xa 三 0， 则 { xs) 为 无 穷 大 量 的 充分 必要 
条 件 是 ，{ -| 为 无 穷 小 量 . | ー 
证 明 必要 性 车 {xn} 为 无 穷 大 量 ， 则 对 任 给 
二 > 0 ， 总 存在 某 一 个 正 整数 N， 使 得 当 a>N 时 ， 有 


i, 


€ 


四 


| 要 这 
& 。 ” {一} 是 无 穷 小 量 . | 
充分 性 车 { 一} 为 无 穷 小 量 ， 则 对 任 给 M> 0, B 


存在 某 一 个 正 整 数 N， 使 得 当 n NM, 4 
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1 


xr | M 
Bn 
Ixa]1 >M, 
WU xa } AX XB. 


例 5 证 明 limq*= +, q>1. 


证 明 因 0 ご すく <1, 所以 lim() = 0 , 且 对 任意 
的 自然 数 n, ü 0 a 从 而 


1: B 
w n ` 


E 对 极限 se 一 内 定义 教学 的 建议 


这 一 节 我 们 主要 通过 正 反 两 个 方面 对 极限 概念 的 特征 、 
意义 ， 特 别 是 对 极限 的 :一 N 定 义 的 结构 进行 了 分 析 和 说 
明 ， 其 目的 是 为 了 帮助 读者 掌握 这 个 概念 的 本 质 。 至 于 如 何 
给 学 生 讲 清 这 个 重要 概念 ， 当 然 要 因 对 象 不 同 而 异 。 这 里 我 
们 仅 指出 将 直观 定义 “翻译 ”成 确切 定义 的 几 个 关键 步 驴 供 
53. 

1 用 “xn 无限 通 近 A2” 给 出 直观 定义 。 

2 H “x ARELA” 逐步 “翻译 ”成 确切 的 —N 
定义 : | 

(i) K “x BGBGLAU, 换 成 另 一 说 法 ， 即 “xn 与 
A 的 距离 无 穷 变 小 ”。 这 虽然 是 同 义 反 复 ， 但 它 却 由 直观 架 
起 了 一 座 通 向 精确 的 桥梁 . | 

Gi) 将 “xn 与 A 的 距离 ”用 数学 式 子 |xa - AI 来 刻 划 。 
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(iii) 进 一 步 将 “| xn 一 A | 无 限 变 小 ”由 数学 式 子 … 
[xn—-A|<e C1) 
表示 出 来 .显然 只 要 e 任意 小 ,当然 能 保证 | xa- A | 任意 小 . 
(iv) 将 “n 无 限 增 大 ”， 换 成 “n 可 以 超过 任何 一 个 给 
定 的 自然 数 N”. ーー 
GO 将 “an 可 以 超过 任何 一 个 给 定 的 自然 数 N”， 用 数 
学 式 子 
n>N. : - (し 2 ) 
XA. 0005 
最 后 将 “n 无 限 增 大 ”与 “xn OREA” HAA, R 
是 极限 的 直观 定义 。 相 应 的 式 ( 2 ) 与 式 ( 1 ) 相 结合 就 是 
确切 的 定义 ， 


x 
tp ~ ] 题 
- Ë . 


1 TO fi AR XG Tr fame, 

(1) 5535272 0, Á É = 3 32N, n>N 时 ， 有 
[xa 一 A|<e， 则 称 A 是 数列 { xa ) 的 极限 。 

(2) *H£ijg0, # BEXM, 3Sn2MHB, dix, 
-A|<e， 则 称 A 是 数列 { xn Y 的 极限 。 

(3) AEBS, AA EIN, ENZK (其 中 K 
34£— A ESSE), S22NNH, 有 |x』-Al<e, Uk 
A 是 数列 { xn Y HAR ， 

(4) 对 任 给 8 之 0， 存 在 正 天 数 N， 当 nmn>N 时 ， 有 
lxs- A|< Me (其 中 M 是 与 s 无 关 的 ， 且 大 于 堆 的 任 一 党 
数 ) ， 则 称 A 是 数列 (xg } 的 极限 ， 
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(5) 存在 一 个 正 整 数 N， 对 任 给 E>0， 妆 mn>N 时 ， 
有 | xn 一 A | 过 ee， 则 称 A 是 数列 { xq } 的 极限 ， 

2 对 任 一 无 穷 数列 { xn } ,给 它 添 上 有 限 项 或 去 挤 有 
限 项 是 否 会 影响 其 收 仇 与 发 散 性 ? 为 什么 ? 

3 ”对 任 一 无 穷 数 列 { xn 的 次 序 加 以 重新 排列 是 否 会 
影响 其 站 笋 与 发 散 性 ? 为 什么 ? 

4 下列 各 可 说 法 是 否 正 确 ? 

(1) 无 穷 小 (大 ) 量 是 比 任 何 数 都 小 (大 ) 的 数 ， 

(2) 无 穷 小 (大 ) 量 是 最 小 (大 ) 的 数 ， 

(3) 极限 定义 中 的 (N) 也 是 一 个 无 穷 小 (大 ) 量 ， 
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S3 极限 的 基本 性 质 及 珠算 


上 节 着 重 对 极限 定义 作 了 分 析 和 说 明 ， 本 节 将 介绍 极限 
的 基本 性 质 及 四 则 运算 。 


一 基本 人 性质 


定理 1 唯一 性 ) 任何 收敛 数列 { <, } 的 极限 都 是 
唯一 的 。 
我 们 用 同一 法 来 证 明 ， 即 假设 有 
esas o jn => 
则 A=B, 
证 明 因为 limxn = A， 则 由 极限 定义 , 对 任 给 e 0 , 
必 存 在 正 整数 N」, MX n2 NiBj, 有 


xa- A|<$- (1) 
同样 ， 又 因 limxn = B， 对 上 述 的 <:， 存在 正 整 数 N。。 M 
n» Nh, 有 
csi B| くす. ( 2 ) 
現在 取 N=maxt Ni，N:}， 那 么 当 n>>N 了 时 ，(1)、( 人 2) 
两 式 同 时 成 立 ， 从 而 有 
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|A— B| = |A- xa txa- BI&ÍA — xl + xg - B| 
-[xa- Al + |x- Bl-e. 

由子 的 任意 性 , 所 以 , A-Bi-0, 即 A=B. 

说 明 (i) 讲 此 性 质 可 以 先 给 学 生 利用 邻 域 的 概念 说 明 
这 个 性 质 的 直观 意义 ， 这 样 不 仅 可 以 加 深 学 生 的 感性 认识 ， 
而 且 还 可 以 提供 证 明 的 方法 。 

(i) 唯一 性 是 收敛 数列 的 一 个 重要 属性 ， 倘 若 无 此 性 
质 ， 我 们 研究 收敛 数列 就 无 实际 意义 。 

定义 ”在 数列 

Xis X25 ]CI Xa» cU | (3) 

中 自 左 往 右 任意 选 出 无 限 多 个 项 ， 并 按 它们 在 原 数列 中 的 次 
序 加 以 排列 ， 这 样 就 得 到 一 个 新 的 数列 


Xn,» Xn,» Xn,» "'Xnys, **° 711 
叫做 数列 ( 3 ) 的 一 个 子 数列 ， 记 作 
Ls, ) B | 
注意 在 数列 { <s 中 ，k 表示 za 在 于 列 ( 4 ) 中 的 项 
数 , 面 nr MWERA 在 原 数列 3 ) 中 的 项 数 , 所 以 , 必 有 k<ka， 
定理 2〈 子 列 收敛 性 ) 如 果 数 列 {xa} 收敛 E 
limxa- A， 则 其 任何 一 个 子 列 { xs | (k=1,2…) 
Bit, Blimxa, =A. 
”证 明 WA, lnxa-c A, BR, HERDO, 
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| ュー A |<. 
X BIDSHEk.vWURmacAk,MAg3kNEHI,:E 有 ne>N, 所 以 
Xa T A|<e, | 
即 
limXn =A 
ko k. 


说 明 (i) 此 性 质 反映 了 收敛 数列 的 部 分 与 整体 的 关 
R. 第 四 节 将 证 明 这 个 定理 的 逆 命 题 也 成 立 . 

Gi) ”利用 这 个 性 质 处 理 极限 问题 ,有 时 可 以 化 繁 为 简 ， 
例如 ,已 知 数列 { xa } 收敛 ,但 不 知 其 极限 ， 求 此 极限 时 ,可 
选取 简单 子 列 来 作 ; 要 判定 一 个 数列 发 散 ,只 要 能 从 中 选 出 一 
个 发 散 子 列 ,或 者 只 要 能 从 中 选 出 两 个 极限 不 同 的 子 列 即 可 ， 

B1 4lglc1, BEA 


l; q, P 20", "tt, s nq", = 
收敛 ， 求 其 极限 值 。 
为 此 ， 我 们 可 以 抽出 一 个 简单 子 列 | E), BR F 


列 的 极限 为 零 。 从 而 由 定理 2 ， 其 极 跟 值 为 零 。 
例 2 证 明 {xo}j={f1l+(-1)2) RA. 
容易 看 出 


limx 2k = 2 但 dimx ak+ = 0, 


BI (x a) = [1 +(-1)") 发 散 。 
定理 3 ARE) 任何 非 无 穷 大 量 的 收敛 数列 必 有 
Ro 即 存在 正 数 M, 使 得 
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[xal M n-1, 2, の 
证 明 设 limxn= 和 A， 由 极限 定义 ， 取 s = 1 存在 N, 
RXn»N, HH 
Ixa- A| < 13 
所 以 ， 当 n>>N 时 ， 有 
Ixal = Ix A* Al&|xa- AL & AT て 1 +1A[。 
但 N 是 一 个 有 限 数 ， 这 样 只 要 取 
M = max { |xilsIxslo,Ixu 1 1 * 1A] 3 UB 
[xal <M n=l; 2。 の 
T Xp 上 有 界 得 证 。 

说 明 HARE SUAE ZR ,不 是 充分 条 件 . 反 之 ， 
无 界 却 是 发 散 的 充分 条 件 ， 但 不 是 必要 条 件 。 收 敛 与 发 散 、 
有 界 与 无 界 、 充 分 与 必要 之 间 存 在 着 一 种 “对 偶 ” 性 .这 种 
“对 偶 ” 人 性 在 方法 论 中 很 重要 ， 用 处 很 大 ， 利 用 它 可 以 互相 
“翻译 ”， 这 样 就 可 事半功倍 . 

定理 4 (Ari AH) 车 数列 (x, y K 9, H. 


limxs = A， 则 数列 { [xal } 也 收敛 ， 且 limlxal= lAl. 


证 明 因为 ， [xal - [A] & [xa —- Al; 所 以 , 
若 limxa=A， 则 lim|xn|= |Al. 


说 明 此 定理 的 直观 意义 是 明显 的 ， 因 为 收敛 数列 发 展 
到 一 定 阶段 ， 它 的 值 与 极限 值 的 距离 可 无 限 地 变 小 ， 都 取 绝 
对 值 后 ， 相 互 之 间 的 距离 没有 发 生变 化 .但 发 散 数列 却 不 同 ， 
本 来 点 与 点 之 间 的 距离 很 远 ， 但 取 绝对 值 后 却 可 能 很 近 ， 例 
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如 ， iml(-17|= 1, [B ( xa] = (C7 120? ) 却 发 散 ， 


所 以 这 个 定理 的 逆 命 题 不 真 ， 
定理 5 (RFE) 车 limxa=A>0(A< OR 


任意 一 个 满足 不 等 式 0 こす ご AA ご n ご 0 ) 的 1， 都 存在 
正 整数 N, 当 ュ ン N 肘 , Xn 0€ Xa ) 。 | 
证 明 因为 jimxn= A70, 取 ge=A-n>0, 由 数 列 


EREL, VEN, 4N, AE 
|xn ~- Al «e, 
从 而 有 xs>A-e=n>0。. 
对 于 limxn= A< 0 的 情况 ， 可 类 似 证 明 ， 


推论 若 limxn=A，limyn = B， 且 A<B, 则 必 有 N， 


MnNHJ, Xn X yn. 

说 明 ”这 个 性 质 的 直观 意义 很 明显 ， 证 明 也 简单 ， 但 用 
处 很 大 , 微 积 分 理论 中 很 多 定理 的 证 明 ,都 要 用 到 这 个 性 质 。 

定理 6 ( 单调 性 ) 若 limxa 与 imyn 都 存在 , 且 对 正 
整数 N， 当 a>N 时 ， 有 xa<ya， 则 limxa<climya。 

证 明 用 反 证 法 ， Btlimxa>limyn, HEH 5 的 推论 ， 
必 存 在 正 整 数 N， 当 n>N 时 ，xs>>ys， 引 出 矛盾 ， 故 定理 
得 证 。 

推论 若 lim ya 存在 且 有 N ン 0,3Xn»NHB,xxM, 
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则 limxn<M， 


说 明 此 定理 是 说 若 Xn yn ( n> NH, 数 列 { Xn } 
的 极限 值 不 会 大 于 数列 { yn } 的 极限 值 ， 但 是 有 可 能 相等 。 
也 就 是 说 ,两 个 数列 发 展 的 速度 不 同 ,但 可 能 其 极限 值 相等 。 


例 3 ”1 + 二 > 1 + 直 ， 但 是 


im(1 «2)-lim (1*5) 7 1. 


定理 7  〈 迫 化 性 或 夹 定理 ) 若 limxn = A， 


limys = A, 旦 存在 正 整 数 NN， MXn2NHI, 有 


XnSZn& yn (5) 
则 limza = A( A 为 常数 ) 。 


证 明 ”内 为 ， limxn= A, 故 对 任 给 8 >0, 必 有 Ni, 
WaN hy, 有 


A-s«xa«AÀ-*e, (6) 
又 因 ， limyn= A, 对 上 述 8， 必 有 N :， n>N: AA, A 


A-e<yn<Ate, | (7) 
WN, =max (N. Ns N), Hn» Ns, 不等式 (5 )。 
(60, (7 ) 同 時 成立 , Bh 
A —£« Xn KZn Syn [SA t &, 
从 而 可 得 
人 -8<zo<<A+e。 
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limzn=A。 
n 


说 明 此 定理 的 直观 意义 更 明显 ， 好 似 赛跑 ， 前 面 一 个 
和 后 面 一 个 都 达到 了 终点 ， 当 然 夹 在 中 间 的 那个 必定 也 达到 
终点 。 它 反映 了 收敛 数列 之 间 的 某 种 关系 ， 这 个 关系 为 我 们 
摘 供 了 一 种 判定 极限 存在 和 求 极 限 的 方法 . 

以 上 七 个 基本 性 质 ， 直 观 上 比较 明显 ， 证 明 也 很 简单 ， 
但 很 重要 ， 用 处 很 多 .如 果 说 极限 的 e 一 N 定 义 是 整个 极限 
的 基石 ， 那 么 这 些 基本 性 质 就 是 建立 在 这 块 基石 上 的 几 根 柱 
子 ， 所 以 必须 掌握 . 


二 四 则 运算 
定理 8 若 limxn = A, limya = B, BA, B 为 有 限 党 
数 ， 则 { xo 土 ya } kk, Blim( xn+ya) = A +B, 
证 明 因为 limxn = 人， 故 对 任 给 0, 必 有 Ni, 当 


n>N i 时， 有 

€ 
x xa- A|<$- (8) 
X Wlimya- B, 対 上 述 g, 必 有 N :， W n>N, 有 


ya - B | こそ. 
WN = max { Ni Nija 当 >N 时 ， 不 等 式 ( 8 )， ( 9 ) 同 
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时 成 立 ， 由 此 有 
|[(xa+ya)-(A+B)|<|x a - Al + lya -BI<e. 
故 
lim(#2: £ya )= A 3 B, 


说 明 ”这 个 定理 告诉 我 们 在 极限 存在 的 前 提 下 ， 极 限 志 
算 与 加 减 运算 的 次 序 可 以 交换 。 从 而 为 我 们 提供 了 一 个 化 繁 
为 简 的 求 极 限 方 法 . 

此 定理 还 告诉 我 们 ， 两 个 数列 ， 如 果 其 中 一 个 收敛 ， 男 
一 个 发 散 ， 则 其 代数 和 必 发 散 ， 倘若 两 个 数列 都 发 散 ， 它 们 
的 代数 和 又 如 何 呢 ? 这 时 该 定理 没有 “发 言 权 ”， 有 可 能 收 
敛 ， 也 有 可 能 发 散 。 下 面 举 例 说 明 。 

例 4 X5(C-10*) 5(C- 1») W RA. BE 
们 的 和 {(- 120? 4 (- 1)?! + 是 常数 列 ， 当然 收敛 ， 容易 
看 出 ， 其 极限 为 0 。 

例 5 4 

1 .nn 为 奇数 ， 


2 
BT 0 为 偶数 ， 
2 | 
TM TE n 为 奇数 ， 
1 nf, 
则 数列 { xs } 与 {yn } WRR. 因为 


| 1 
(TY nha, 


n 
1419 0 为 偶数 ， 
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所 以 数列 { Ynー yn } AH. 
定理 9 在 1im Xn = A, limyn = B, BA, B 为 有 限 常 


数 ， 则 { xnyn } 也 收敛 ， Hlimxn yn = AB, 如果 B キ 0, 


Xn _ A 
yn B° 
下 面 证 明 乘 积 的 极限 ， 先 分 析 估 计 
|x ya - AB| = [waya — Ayn * Ayn~ AB] 
SiXnaya- Ayal *lAya- ABI 
-[yalixa- Al * All ya- Bl 
又 因数 列 { yn ) 有 界 ,从 而 有 正 数 M ,使 |yaj<M n= 1, 
2, ， . 故 | 
| [xnyn—- ABI&MIxa- Al + lAllya - B| (10) 
由 此 可 见 ， 要 想 (10) 式 成 立 ， 考 虑 到 A 可 能 为 零 的 情形 ， 只 
要 增 大 n， 使 


£ 
| Xn =A yar BISTA 1 
证 明 因为 limxa= A， 故 对 任 给 e> 0, 必 有 Ni。 3 


则 { Ze akar, 


n>N, 有 


xa - A | (11) 
X Wlim ys = B, 对 上 述 g， 必 有 N,, Nn» NH, 有 


-B |< TS。 (12) 
取 N = max { Nis Nj, Mn»VNij, (1D, (12) 两 式 同 时 
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成立 。 再 由 (10) 式 可 得 
|xnyn ~ AB Sly >』 - A! + Al | ya - B| 


a Nm ーー 


2(|A| +1) 
故 
nig aon de A 
关于 lim 一 ? -全 的 证 明 留 给 读者 ， 
Too yn B 


说 明 ”这 个 定理 只 肯定 了 车 两 个 数列 的 极限 都 存在 ， 则 
积 和 商 的 极限 等 于 其 极限 的 积 和 商 ， 在 商 的 情况 下 还 要 求 分 
母 的 极限 不 为 零 ， 如 果 两 个 数列 中 有 一 个 发 散 ， 其 积 与 商 是 
否 收敛 ? 如 车 收敛 ， 其 极限 又 是 什么 ? 上 述 定理 不 能 作出 任 
何 肯定 的 回答 。 下 面 举例 说 明 ， 


例 6 Hix,o-(- 0)", ya CL, Wir) A 


n 
而 { yn } 收敛 .但 其 积 { xnyn ) UST, 
NT R-keT2. un xb - 
limXayn7lim(C- I ) icc x ÉL lim = 0 
n— n= n n» 


例 7 Uxsa-zC- 1), ya=(- 1)". 2, BA xs) 
E ( ys } 都 发 散 ， 但 
limxsyg = lim(C— 1) (— 1 ) € 


定理 8 与 定理 9 也 没有 回答 两 个 数列 中 至 少 有 一 个 是 无 
穷 大 量 时 的 情况 ， 读 者 可 举 些 例子 自行 考察 一 下 。 
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S4 极限 论 的 基本 定理 
及 其 等 价 性 


上 一 节 根 据 极 限 的 定义 讨论 了 收敛 数列 的 一 些 基 本 性 质 
和 运算 规则 ， 在 应 用 这 些 性 质 时 ， 必 须 事 先知 道 或 假定 其 极 
限 存在 ， 那 么 ， 又 如 何 判 定 一 个 数列 收敛 与 发 散 呢 ? 本 节 将 
围绕 这 个 中 心 问题 ， 介 绍 有 关 极 限 论 的 八 个 基本 定理 。 并 通 
过 这 些 定理 的 证 明 ， 介 绍 极限 论 中 一 些 典 型 的 论证 方法 ， 


— Aia 


首先 介绍 有 关 分 制 概 念 . 

所 谓 有 序 集 合 D 的 一 个 狄 德 金 分 割 ， 就 是 将 D 中 的 元素 
分 成 两 个 子 集 X 和 Y， 且 满足 下 列 条 件 : 

(i) X 与 Y 都 不 空 ; 

(ii) 対 任 一 全 xED, 必 有 EX 面 xY, BR x€ Y M 
x€X, 换言之 ，X 站 Y= 中 ; 

(iii) 每 一 个 属于 X 的 元 素 小 于 Y 中 的 所 有 元 素 . 

称 X 为 DD 的 前 段 ( 下 部 ) ，Y 为 D 的 后 段 ( 上 部 ) ， 且 将 
D 的 分 割 记 为 

CAS L3. 

AXES EUR, 対 D 的 任 一 人 分割 (X, Y), 有 下 列 四 种 

情况 
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X 有 最大 元素 , Y 有 最小 元素 

X 有 最大 元素 , Y 元 最小 元素 * 

X 元 最大 元素 , Y 有 最小 元素 

え 元 最大 元素 , Y 元 最小 元素 . 

现在 我 们 假定 D 代 表 自 然 数 集 。 显 然 对 自然 数 R, 満足 
上 述 条 件 的 任何 一 个 分 割 ， 必 属于 第 一 种 情况 ， 即 前 段 X 中 
必 有 最 大 数 ， 后 段 Y 中 必 有 最 小 数 。X 中 的 最 大 数 与 Y 中 的 
最 小 数 之 闻 必 然 有 一 段 距 离 ， 所 以 人 们 将 这 种 情况 称 为 有 则 
M. 
我 们 再 假定 D 代 表 有 理 数 集 。 因 为 任何 两 个 有 理 数 之 间 
必 有 无 穷 多 个 有 理 数 ， 所 以 对 有 理 数 集 的 任何 一 个 分 割 (X， 
Y ) ， 绝 不 可 能 出 现 第 一 种 情况 ,也 就 是 说 对 有 理 数 集 的 任 
一 个 分 割 ( X，Y ) ， 绝 不 会 在 X 与 Y 之 冯 出 现 间隔 。 那么， 
其 它 情况 又 如 何 呢 ? 这 要 具体 分 析 ， 比 如 将 所 有 大 于 2 的 有 
理 数 划 归 后 段 Y 中 ， 其 余 划 归 前 段 X 中 ， 这 时 2 为 又 中 最 大 
数 ，Y 无 最 小 数 ， 即 属于 第 二 种 情况 倘若 其 它 均 不 变 仅 将 
2 从 X 中 “ 调 ” 到 Y 中 ， 显 然 此 时 X 中 ， 无 最 大 数 , mY pH 
有 最 小 数 ， 且 为 2， 即 属于 第 三 种 情况 。 若 以 无 理 数 2 为 
界 ， 即 将 所 有 小 于 vw 2 的 有 理 数 划 归 X 中 ， 其余 的 《 即 所 
有 大 于 2 的 ) 划 归 Y 中 ， 这 时 X 中 无 最 大 数 ，Y 中 也 无 最 
小 数 。 因而 属于 第 四 种 情况 。 人 们 将 这 种 情况 称 为 有 “s= 
px" 具体 地 说 ， 尽 管 前 段 X 与 后 段 Y 之 间 没 有 间隔 ， 但 还 
没有 连通 而 有 空隙 . € 

如果 数 集 D 的 任 何 一 條 分割 て 〈X, Y), ETDS H 36 f] 
Hi, 即 第 一 衝 情 況 , 又 不 会 出現 空隙 , 即 第 四 科 情況, DH 
能 是 第 二 种 情况 或 第 三 种 情况 ， 人 们 称 具 有 这 样 性 质 的 数 集 
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D 是 完备 的 或 连续 的 。 下 面 的 狄 德 金 (Dedekind ) Z # JÁ 
理 告诉 我 们 ， 全 体 实数 集 具 有 这 样 的 性质 ， 

公理 ( 狄 德 金 分 割 原理 〉 全 体 实数 R 的 任何 一 个 分 割 
CX, YO, ， 只 能 是 要 么 X 有 最 大 数 ，Y 无 最 小 数 ， 要 么 X 无 
最大 数 , Y 有 最小 数 , 即 対 R 的 任 何 一 介 分 割 (X, Y), 必 
存在 唯一 的 介 数 xER, 使 得 対 任意 的 xEX, y€Y, A 

x&a«y E x«asy. 

评注 (i) 这 个 公理 的 直观 意思 是 明显 的 ， 即 在 数 轴 上 
任 切 一 刀 ， 其 切口 必然 是 一 个 实数 〈 读者 注意 有 理 数 集 不 具 
备 这 一 性 质 ) ,因而 它 反 映 了 实数 系 的 连续 性 。 历 史上 曾 用 有 
理 数 集 的 分 割 来 定义 无 理 数 ， 人 们 称 它 为 定义 无 理 数 的 “ 狄 
徳 金 分 割 法 ” . 

Gi) 由 于 我 们 不 能 在 这 里 详细 地 讨论 实数 理 沦 。 因 此 ， 
把 这 条 反映 实数 连续 性 〈 完备 性 ) 的 性 质 当 作 公理 承认 ， 作 
为 推 证 其 它 定理 的 出 发 点 ， | 
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定义 1( 上方 有 界 ) MD ター 
实数 M， 使 得 对 任何 xED， 有 
x< M, 
则 称 数 集 D 上 方 有 界 ，M 称 为 数 集 D 的 一 个 上 界 。 
类 似 地 ， 设 D 为 一 个 非 空 数 集 ， 知 果 存 在 实数 m， 使 得 
对 任何 YED， 有 
xzm, 


则 称 数 集 D 下 方 有 界 ，m 称 为 数 集 D 的 一 个 下 界 。 
了 8 


倘若 一 个 数 集 D 既 是 上 方 有 界 ， 又 是 下 方 有 界 ， 则 区 数 
集 D 是 有 界 集 . 
如 果 一 个 数 集 有 上 (下 ) 界 ， 它 的 上 (下 ) 界 不 是 唯一 
的 。 因 为 凡是 比 上 界 大 的 数 均 为 它 的 上 界 ， 凡 是 比 下 界 小 的 
数 均 为 它 的 下 界 。 其 中 最 小 的 上 界 与 最 大 的 下 界 类 似 于 物理 
学 中 的 临界 值 ， 具 有 独特 的 意义 ， 因 此 我 们 必须 考察 这 种 最 
小 上 界 与 最 大 下 界 的 存在 性 及 其 性 质 与 作用 ， 
定义 2 ”如果 非 空 数 集 D 有 最 小 上 界 M， 也 就 是 说 M A 
有 性 质 : | 
(i) M 是 D 的 上 界 ， 即 对 任何 <ED， 有 
x<M; 
Gi) M 是 D 的 上 界 中 最 小 者 ， 即 对 任 给 sg> 0 ， 总 存在 
x€ D, fi 
M-=z=<x<M. . 
则 称 此 最 小 上 界 M 为 数 集 D 的 上 确 界 ， 记 作 supD， 即 
M = sup), 
类 似 地 ， 如 果 非 空 数 集 D 有 最 大 下 界 m， 也 就 是 说 m 具 
AER: | | 
OG) m 是 D 的 下 界 ， 即 对 任何 x€ D, 有 
m X x; | 
(ii) m 是 D 的 下 界 中 最 大 者 ， 即 对 任 给 e 0 ， 总 存在 
x€D, 使 得 
| ms&x«m-te, ` 
则 称 此 最 大 下 界 m 为 数 集 D 的 下 确 界 。 记 作 infD 即 


m=infD, 
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例 1 设 数 集 D= Í 一 n= 1, 2, 3 の ee i P 由 D 


的 定义 可 以 验证 1 是 D 的 最 小 上 界 ， 即 上 确 界 ， 且 属 于 卫 。 
零 是 D 的 最 大 下 界 ， 即 下 确 界 ， 但 不 属于 D， 

例 2 数 集 D= {x | x 二 0 } 显然 无 下 界 ， 因 而 更 无 下 
确 界 ， 零 是 D 的 上 确 界 ， 但 并 不 属于 DD， 

例 3 数 集 D= { xjxE€(a、b)} ， 即 D 是 开 区 间 Ca, 
b ) 。 可 以 验证 a 为 D 的 下 确 界 ，b 为 DD 的 上 确 界 ， 然 而 a 与 b 
均 不 属于 DD. 


pla 数 集 D= s n=1, 2, 3, "も 
n 
即 D 是 无 穷 数列 { xa } = [227 。 显然 ，- 1 是 了 的 


下 确 界 ， 必 是 D 的 上 确 界 ， 且 二 者 均 属于 DD，. 


从 以 上 几 个 例子 可 以 看 出 ， 一 个 数 集 的 确 界 可 以 属于 这 
个 集合 ， 也 可 以 不 属于 这 个 集合 .倘若 上 《〈 下 ) 确 界 属于 这 
个 集合 ， 则 此 上 《 下 ) 确 界 就 是 该 数 集 的 最 大 《小 ) fü. 

下 面 我 们 来 证 明 有 关 数 集 的 上 〈 下 ) 确 界 的 存在 定理 。 

定理 1 〈 确 界 存在 定理 ) ”如果 数 集 D 有 上 (下 ) 界 ， 
则 D 必 有 唯一 的 上 (下 ) 确 界 ， 

正明 先 证 车 D 有 上 界 ， 则 必 有 .上 确 界 ， 

首先 ， 根 据 确 界 的 定义 可 知 ， 若 D 有 最 大 值 M， 则 M 就 
是 D 的 上 确 界 . 因此 ， 凡 有 限 数 集 都 有 上 确 界 。 这 样 ， 仅 须 
对 D 为 无 限 集 用 无 最 大 值 的 上 有 界 情况 加 以 证 明 。 作 实数 集 
R 的 分 割 (X，Y ) ， 其 中 Y 为 D 的 一 切 上 界 的 集合 ，X 为 其 
余 实数 的 集合 。 下 面 我 们 来 验证 分 割 ( X,Y ) 满足 狄 德 金 分 
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割 的 三條 条件 : 
(i) X 与 Y 非 空 是 显然 的 . 
(i) WESH CX, Y) 的 作法 。 XnY- 中 也 是 显然 
Bj. 
(iii) 任 取 X 中 一 数 x, 如 果 有 Y 中 的 一 数 y, 使 得 x 之 y， 
则 x 成 为 了 的 一 个 上 界 ， 于 是 xEY， RIGFA. 因此 , X 
中 的 任何 数 都 小 于 Y 中 的 所 有 数 。 
由 于 上 述 分 割 是 一 个 狄 德 金 分 制 ， 由 分 割 公理 必 有 唯一 
的 介 数 wER， 使 得 对 任意 xEX，yEY， 有 
x«a«-y BH x-axy. 
又 因 ，a 不 可 能 是 X 的 最 大 值 ( 否则 a 就 成 为 D 的 一 个 上 界 从 
而 又 属于 Y ) ， 因 此 ，x 二 a 之 y 不 可 能 成 立 . 这 样 ， 只 有 
x«ax y, Blade Y ^E, 也 就 是 D 的 上 界 中 景 小 者 。 故 
D 有 上 确 界 . 
类 似 地 ， 可 以 证 明 若 D 有 下 界 ， 则 必 有 下 确 界 。 
当然 ， 没 有 上 (下 ) 界 的 数 集 D 是 谈 不 上 有 (有限 ) 上 
(下 ) 确 界 的 。 不过， 今后 在 某 些 场合 ， 为 了 方便 起 见 ， 当 
数 集 D 没 有 上 (下 ) 界 时 ， 我 们 把 符号 +cso ( -co) zd 
D 的 上 ( 下 ) 确 界 ， 并 记 作 
supD= + (infD= -oo )。 
这 样 一 来 ， 我 们 对 任何 数 集 都 可 以 谈论 其 上 (下 ) ART. 
评注 〈i) 确 界定 理 同 样 反 映 了 实数 集 的 连续 性 (有 理 
数 集 就 不 具备 这 个 性 质 ， 比 如 v2 的 不 足 近似 值 数列 
1, 1.4,. 1.41, 1.414, °° 
虽然 有 上 界 ， 但 其 上 确 界 为 2 却 不 在 有 理 数 集 中 D. 
(ii) 确 界定 理 不 仅 在 数学 分 析 中 ， 而 且 在 整个 函数 论 
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中 都 起 着 重要 的 作用 ， 特 别 在 有 关 构 造 性 的 证 明 中 表现 得 更 
为 突出 ， 
Gii) 确 界定 理 正 是 从 量 的 侧面 刻 划 了 物质 变化 中 的 转 
折 点 与 临界 点 。 例 如 在 标准 气压 下 100T 就 是 由 水 转化 为 燕 
气 的 临界 点 ， 踊 水 的 温度 的 上 确 界 。 而 0 各 则 是 由 水 转化 为 
冰 的 临界 点 ， 即 水 的 温度 的 下 确 异 ， 这 也 正 是 确 界 定理 之 所 
以 重要 的 物质 基础 . 
EE FARAR, 则 存在 一 个 长 度 最 小 的 闭 区 间 [5m， 
Mj (其 中 M= supD, m= jinfD ) ， 使 得 任何 xED， 有 
m& x« M, 
例 5 3x). Cys } HER, WJ 
(i) supíxsat ya) &supixa?) +sup{ Yn}; 
(ii) #fFxa2/0, ya>0 (n= 1, 2, 3 …… ), Wi 
inf ( xa ° Yn ) Zinf( xn} inf ya), 
证 明 (i) EBlxa tyaSsup( xn} +supt ya), 可见， 
常数 sup { xa) +sup { ya) Í Xa t yn i 1 m H 
ERREX, 便 有 
. sup 1 Xn + Yn ) SSSup { Xn) +supí Ya}. 
(ii) 因 xa 之 0，ya 之 0 ,所 以 inf{ xa} M inf { ya d 
是 两 个 非 负 常数 ， 由 下 确 界 的 定义 知 
X. Z inÍí xa), ys2inflya], 
从 而 有 - . 
Xn * ダ ョ ング inf{ Xn}? *infi Jn]; 
这 表明 定数 inf (xs ) ・inf【 Ja) á { XnYn } 的 一 个 
下 界 ， 由 下 确 界 的 定义 知 
inf ( Xaya} Zinf { xg) inf V yas), 
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定义 3 (单调 有 界 数 列 ) 如 果 数 列 { xn } 满足 条 人 御 ， 

(i) 对 任何 x?"， 有 Xn 夺 xn+1， 

(ii) 存在 実数 XHMEB[n, xn M. 
別称 数 列 { xn } 单调 上 升 (或 单调 递增 ) 且 有 界 。 

类 伏地 ， 如 果 数 列 (xs) WERF: 

(1) 对 任何 n," B xn xn. 

(ii) TETEXCERm, 対 任 何 rn。 xnzm. 

则 称 数列 { xn } 单调 下 降 (或 单调 递减 ) HAR. 

定理 2 (单调 有 界 原理 ) 单 调 有 界 数列 必 有 有 限 极 限 。 

为 了 确定 起 见 ， 不 妨 只 讨论 单调 上 升 有 界 数列 的 极限 存 
在 问题 。 首 先 我 们 从 数 轴 上 可 以 看 出 (图 4 一 1 )， 对 应 于 
单调 上 升 数列 的 点 xn， 只 能 向 X 轴 的 正方 向 移动 。 因 此 ， 仅 
有 如 下 两 种 情况 : | 


AX, Z; ^ T, nt M 


图 4 一 1 

(i) Bon DUAE EE MI — e GENE ERA LC N E, 即 
当 ぁ っ oo 時 。 xn— t9; 

(ii) xn 趋 疝 于 某 一 个 定点 .4， 

因为 { xn} 有 界 , 所 以 第 一 种 情况 不 可 能 出 现 。 这 样 ， 
只 能 是 第 二 种 情况 ， 因 此 ， 这 个 定理 的 直观 意义 是 明显 的 。 

证 明 设 { xn} 单调 上 升 且 有 界 ， 即 

nxn: Hx SM CMAR), n= 1, 2, 3, 
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根据 确 界 存在 定理 ，{ xn) 必 有 上 确 界 。 设 其 上 确 界 为 A, 
即 

sup{xn} = A. 
现 证 明 ， .4 就 是 (xn) 的 极限 ， 即 


limxn= sup t Xn] = Á, 


事实 上 ， 由 上 确 界 定义 知 ， 对 任 给 e 0 必 存 在 入， 使 


得 
オー で ws, (1) 
再 根据 { xn } 单调 上 升 及 有 界 可 知 ， 对 任何 之 NW， 有 
XN& Xn& A, (2) 


( 1 ),，( 2 ) 两 式 联合 可 得 
A — s< xy xn& A< A + e, 


BD 3452 N BURN 

|xn- A l<, 
故 

pun 


同 法 可 证 ， 单 调 下 降 有 界 数列 的 极限 也 存在 ， 且 其 极限 
就 是 它 的 下 确 界 。 
推论 E (xn) 单调 上 升 ， 但 无 界 ， 则 
limxn=sup { xn} = 二 co 
# (xn) 单调 下 降 ， 但 无 界 ， 则 
limxn=inf ( xn) = ~ o9, 
评注 ”本 定理 为 我 们 提供 了 判定 一 个 数列 极限 存在 的 充 
分 条 件 ， 即 对 任何 一 个 单调 有 界 数列 ， 可 以 断定 其 极限 必 存 
在 。 因 此 它 在 一 定 的 范围 内 就 可 以 避免 直接 按 定义 验证 数列 
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的 收敛 性 。 因 为 有 的 数列 即使 收敛 ， 但 其 极限 可 能 是 我 们 从 
来 未 见 过 的 数 。 这 样 直接 用 定义 来 验证 收敛 性 往往 行 不 通 
例 6 试 判定 数列 


"TT 
收敛 ， 并 求 其 极限 值 . 
首先 ， 只 要 我 们 能 证 明 此 数列 单调 有 界 ， 就 可 断定 其 极 ， 
限 必 存 在 。 
Bj, zan= ソ ラ 2 ソラ ンタ ニン テ 
dt Op" 
NPE TE DEEE S 
2 1-QD^ 
所 以 
— La 2 1-(4)"*1 z T n-1,2,3-- 
BB ( xn} 单调 上 升 . 又 因 xn 二 2，n= ly 235 934 € 
故 { xn} 有 界 。 根据 单调 有 界 原理 可 以 断定 { xn) 的 极限 
存在 . 
其 次 ， 求 极限 值 。 设 其 极限 值 为 4， 即 


limxn 一 Á. 
n っ oo 


因为 
Xn+i =V 2xn» 


由 极限 唯一 性 ， 两 边 取 极限 ， 便 有 


45 


4= ソ 24 或 .4*-2 オ =0。 

解 得 4= 2 或 4= 0， 但 0 不 是 { xn} 的 极限 ， 所 以 
A=2, 

即 


lim xy = 2 Pt 
no 


四 闭 区 间 套 原理 ， 


定理 3 〈 闭 区 间 套 原理 ) 若 闭 区 间 序 列 [gi。 bi), 
Caz, b2), Cass b3, s Cans bnl W ERY 
(i) 每 一 个 闭 区 间 都 包含 它 的 后 继 ， 即 
Canis bn. JC (an bn), n= 1,2, 3, の 
Gi) ”区间 的 长 度 趋 于 零 ， 即 


lim (bn—an) = O. 


则 必 存 在 唯一 的 实数 c， 恬 于 所 有 闭 区 间 ， 即 
" cC (an; bn), n= 1, 2, 3," 
证 明 存在 性 ”由 条 件 (i) 知 数列 
© Gis Gss G3 ° Op, “°° 
单调 上 升 且 有 界 ， 故 { an } 的 极限 存在 ， 设 其 极限 为 4 , 即 
limo ヵ 三 supt an) ニゴイ ンク cz。 nz1,2,8,*-(3) 


XB. Bron (an) 的 上 界 , 而 A 又 是 (an) 的 最小 上 
界 , WA 

Axbg n=1, 2, 3… (4) 
(3), (4 ) 两 式 联合 得 | 
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いし! 


an ÁA&bn, n= 1 š 2 š 3 。 *** 


或 

A€C€(anp, bn); n= 1, 2, 3, … の 

唯一 性 ”车 还 有 实数 8， 使 得 

BC (an; bn), r= 1, 2, 3, °! 
则 | 

0<lA-B|<bn-an ' n= 1, 2, 3, 
XH 

lim( bn ~ an) = 0, 
所 以 

A=B, 
从 而 唯一 性 得 证 ， 


评注 GO 本 定理 的 直观 几何 意义 是 ， 倘 若 一 个 M 区 
间 序 列 ， 其 中 每 一 个 都 包含 它 的 后 继 ， 且 这 些 闭 区 间 的 长 度 
所 构成 的 数列 以 零 为 极限 。 那 么 ， 必 有 且 仅 有 一 个 点 是 这 些 
区 间 的 公共 点 。 因 此 ， 闭 区 间 套 定理 就 反映 了 数 轴 上 布 满 了 
m. Hem. 

Gi) w— —— uma-- m 
有 力 的 工具 。 它 的 主要 特点 是 将 整体 问题 划 归 到 某 一 点 的 任 
意 近 旁 .这 样 既 作 到 了 “化 整 为 零 ”, 又 利于 极限 方法 的 运用 ， 

Gii) ”必须 注意 ， 如 车 把 闭 区 间 改 为 开 区 间 ， 定理 的 
结论 不 一 定 成 立 ,例如 开 区 间 序 列 | 


TE ]\ , 1 
(0, 1), (0, +) s (0, +), m 


显然 有 
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(0. 1) つ ( 0, E | 一 … (o, = 


lim(4- - 0 ) = 0s 


人 一 co 


但 任何 实数 都 不 属于 上 述 所 有 的 开 区 间 。 事 实 上 ， 公 共 点 不 
可 能 是 负数 或 零 ， 此 外 任何 实数 <> 0 ， 总 有 六 < c, BB 


c€(0, V), ， 故 也 不 可 能 为 其 公共 点 . 


五 波 雷 尔 有 限 履 盖 定 理 


先 介绍 区 间 覆 盖 概 念 : 
设 九 为 一 区 间 集 合 , 瓦 是 一 个 点 集 , 若 对 五 的 任 一 点 C， 
在 九 中 必 存 在 一 个 区 间 -1 ， 则 秘 刀 覆盖 已 。 例 如 


p+. («. D. 2. 2. 
(^ "ru «] 


覆盖 天 =[ 0， 2 J. 
又 如 ， り = 1(0, 5); (t, 2 Pk 


[5 n+ 1) … Haie -co, 1). 


n n + 2) 

定理 4 (AA Borel RA DEB E 必 是 一 个 开 
区 同 集合 , HDE0ÀNE—UBZGRBMXBIE-Ca, b), WDE 
AMETE BAT JFEIBS GGG, b). 
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证 法 1 Wa. b? 不 可 能 被 站 中 任何 有 限 个 开 P lB] E 
w. APA. KRCa. 52 等 分 为 两 个 区 间 , 则 其 中 至 少 有 一 个 
区 间 不 能 被 巴 中 任何 有 限 个 开 区 间 著 盖 , 把 这 个 区 间 记 为 
[ü15 Urda 
再 等 分 [al,b J ， 周 样 至 少 有 一 个 不 能 被 刀 中 任何 有 限 个 
开 区 间 和 覆盖 ， 将 此 区 间 记 为 
[a.s b; E ES 
照 此 继续 作 下 去 ， 便 得 到 一 个 闭 区 间 序 列 
Cais 6; 3, Cas, 5,2, =° Can, bnl, >° 
这 些 闭 区 间 满足 下 列 三 个 条 件 ， 
(i) #— Can, bn ) 都 不 能 被 DD TENA EA 
[8] TRE ss s 


(ii) (a, b)2Cai;, b; )22:-:2 (ax, br; 


Gii) lim(bn-an)= limte = 9. 


由 上 条 件 (11) 与 (iii)， 根 据 闭 区 间 套 原理 ， 则 必 有 唯一 实 
数 4， 使 得 

オプ CEg。。 b,JC(a, bJ, 5-1,2,3,- 
H 

limas= limba = A. 
由 定理 的 条 件 得 知 ， 在 DD 中 至 少 存在 一 个 开 区 间 ， 不 妨 设 为 
(a, B5, 使 得 | 

A€(a, B) BB c< A<), 
由 数列 极限 的 性 质 得 知 ， 必 存在 一 个 正 整 数 W 4n N bi, 
有 

c べ gw て 6。 て の , 
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H3inNH, d 
[aus D. 1C (a, 8 
这 就 是 说 用 万 中 一 个 区 间 Ca, 8» 就 可 覆盖 形 如 [anybr 了 
(n>N) 的 区 间 ， 显 然 这 与 条 件 (; ) 矛 盾 ， 从 而 定理 得 证 。 
证 法 2 ”这 里 我 们 根据 确 界 存在 原理 给 出 一 个 证 明 方 
法 . 
首先 ， 构 造 一 个 数 集 


x-= Í V" x'€ta, b)HCa, -—] 
中 有 限 个 开 区 间 所 覆盖 . 
AX. 证明 XX “具有 以 下 性 质 . 
Gi) XX“ 非 空 . 
这 是 因为 ， 对 点 a 必 存 在 一 个 开 区 间 LP ( a5, P») 
€D, Wwa, Bp 
aC Ca,, Bo) Ekao a flo, 
于 是 ，a 与 B, 之 间 的 所 有 数 都 属于 XX“、. 
(ii) supX" =c<b. 
因为 x%" 委 bp， 故 根据 确 界 存在 定理 必 有 
supX” = c<b, 
(iii) supX ° =c€ X°, 
事 笑 上 , 因 c〔g, b), 所 以 必 存 在 开 区 间 ， 设 为 
Asa= Can, Bn) ED 覆盖 ce， 即 
c€ Can, Pn) 或 an<c<Bn, 
又 因 c 是 X" 上 界 中 最 小 者 ， 所 以 必 有 x"€ X°, 使 得 
aq <x°<c, 
HT (a, x" J 被 如 中 有 限 个 开 区 间 覆 盖 ， 设 这 些 升 区 间 为 
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doccia, Bo), A =a; Bi», tta Am- 


—(am-1» B m- 1), 
BA, W)Il—OF5É DJ n=l an, Ba), B 
Z = (ao, po Ja ZA2 = (Ca, Bi )…・ | 


—(am.i, Pm-i1), An= Can, Bn) 

必然 能 覆盖 [ay,c ] ， 故 supX =c6€ X°, 

(iV) sup パ "=c=6。 

事实 上 ， 如 车 c 二 5， 则 在 开 区 间 (c，pBn ) 中 还 有 XXX” 
的 点 x"， 这 样 c 就 不 是 X" 的 上 确 界 ， 所 以 只 有 c= b. 

最 后 ,由 于 c=0bE€ X*, 故 [a,b] 能 被 D 有 限 履 盖 得 证 。 

评注 (i) 有 限 履 盖 定 理 揭示 了 有 界 闭 区 间 Ca，6) 
的 一 个 本 质 属 性 ， 叫 做 紧 性 ， 在 数学 分 析 中 特别 是 涉及 到 连 
续 性 概念 时 起 着 重要 作用 . 

(ii) 在 此 定理 中 被 覆盖 的 是 一 个 有 限 闭 区 间 ， 而 覆盖 
的 是 开 区 间 ， 这 些 条 件 都 很 重要 。 如 者 被 破坏 ， 命 题 可 能 失 
真 ， 比 如 


ntl 
D- {(0; í *) 1c g 5 E a 2-2 ^] 
虽然 覆盖 已 = 0 , 1)， 但 刀 中 任何 有 限 个 开 区 间 都 盖 不 住 
E-CO0, 1). 


XX4 设 万 是 数 轴 上 的 一 个 点 集 ，x ,是 数 轴 上 的 一 定 
点 , 若 x。 的 任何 邻 域 都 包含 有 万 的 无 穷 多 个 点 ， 即 对 任 给 
8@> 0 , 区 同 (z。-5, x, 480 中 都 有 口 的 无 穷 多 个 点 ， 则 
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称 xo 是 万 的 一 个 聚 点 ， 

定 叉 5 设 xo 是 点 集中 的 一 个 点 ， 若 存在 x。 的 一 个 邻 
域 ， 它 不 包含 了 D 中 异 于 x6o 的 任何 一 点 ， 则 称 x, ZD BJ — 4 
孤立 点 ， 


例 7 设 D= 1 一 |z= ュ 2, 3, =}, 则 x=0 


是 DD 的 唯一 聚 点 ， 但 0 不 属于 D， 而 DD 中 的 每 一 点 都 是 它 的 
孤立 点 。 

Bs 设 DD 是 由 全 体 整 数 构 成 的 点 集 ， 显 然 了 无 聚 点 且 
DD 的 每 一 个 点 都 是 它 的 孤立 点 。 

例 9 车 九 是 闭 区 间 [Cac，0 ] ， 则 刀 的 每 一 点 都 是 它 的 
XR, 若 刀 是 开 区 间 Ca, b), WCa, b) 中 的 点 及 ac, 6 皆 
EDERA. Ba, bé D. | 

由 定义 及 以 上 的 例子 可 以 看 出 : 

(i) 点 集 已 的 每 一 个 点 或 为 聚 点 ， 或 为 孤立 点 

(ii) 有限 点 集 没有 乗 点 

(iii) 一 全 元 限 点 集 可 能 有 乗 点 , 也 可 能 没有 至 点 ， 

GV) 点 集 DD 的 孤立 点 必 属 于 DD ， 

(V) 点 集 D 的 隧 点 可 能 属于 D， 也 可 能 不 属于 DD， 

定理 5 RARE) 任何 有 界 无 穷 点 集 都 有 聚 点 ， 

首先 ， 看 看 这 个 原理 的 直观 意义 : 设 D 是 有 界 无 穷 点 
集 ， 则 忆 的 所 有 点 必 包 含 在 一 个 有 限 区 间 Ca, bJ) 2 h, 在 
这 有 限 长 的 线段 上 要 分 布局 的 无 限 个 点 ， 自 然 至 少 有 一 个 点 
x € [oo，b]， 使 得 在 xo 的 任意 近 傍 必 凝聚 也 的 无 限 个 点 ， 

证 法 1 设 刀 为 有 界 无穷 点 集 ， 由 定理 1 的 推论 知 ， 必 
有 最 小 闭 区 间 [a，5 ] 存在 ， 使 得 
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Dc (a, b), 
如 果 刀 无 聚 点 , 则 对 任何 xE [a,b] ARRU (x.ó) (F 
区 间 (x-6，x+6) , FE, (ERU Cx, ó) PESAD 
的 有限 全 点 , 即 

U Cx, 62 1D (5) 
EARR, BRAKER Ca, b), Bp 

に ds DJCUU Cx, 0) 


x Ca, bJ 


根据 有 限 覆 盖 定 理 ， 必 存在 有 限 个 邻 域 ， 比 如 
DE C apay 01), U C X:y Oç ) 。 や 。 U(xns Ón) 
盖 住 Ca， b ]， 即 


Ca, 53 CU (xi, 8D, 


ia] 


XJ SS D n] VAS 


D - Df Ca, 52 -LJD LU (xs, 82 
因此 由 ( 5 ) 知 DD 为 有 限 集 与 题 设 了 矛盾 , WD DT Rf lE, 
证 法 2 设 品 为 一 个 有 界 无 窃 点 集 ，6.，ai 分 别 为 其 
E, FAR, WDCECa, bi), 因此 [a1, b rh S 34 DHAR 
FEAA., Hai 65:] 等 分 , 那么 其 中 至 少 有 一 个 含有 刀 的 
无 穷 多 个 点 ， 把 具有 此 性 质 的 区 间 用 Ca,、65,J 表 示 ， 则 
dis. 01155 LO 6, 


| H b,- a, = Di 29 
重复 这 一 步骤 ， 便 可 作出 一 个 闭 区 间 序 列 
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Eur bo]; [gau Da Jo was Cais Dg Ju. ses 
且 満 足下 列 条 件 
(i) 每 一 个 [csw，bo 中 基 有 万 的 无 穷 多 个 点 


Cii) Cai, b22Ca,;, b)2:-2(Can, bnd} 


bi- Gi 


(iii) limCos - an) -lim 9n-i = 0 4 


于 是 由 闭 区 间 套 原理 知 ， 必 存在 唯一 的 实数 c， 使 得 
nT Ny Zy doy ws 
现 证 明 c 就 是 口 的 一 个 案 点 ， 
事实 上 ， 由 liman =1imbn = c, 得 知 对 任 给 5> 0 ， 存 在 


N, Hno NW, 8 
c—ax <ó, b, - C<6， 
即 
Cans baJC ( c—óÓ, c+). 
又 因 ，K[er，b 岂 中 含有 刀 的 无 穷 多 个 点 ， 所 以 (c-6,c+6) 
更 含有 刀 的 无 穷 多 个 氮 ， 故 c 是 也 的 聚 点 得 证 。 
推论 若 数 集 り 的 上 、 下 秦 界 都 存在 , BAATD,N 
它 必 是 刀 的 聚 点 。 0 
证 明 设 4 是 数 集 忆 的 上 确 界 ， 即 对 任 给 s。>0， 必 有 
x € D, 使 得 | 
x € C A- 6e, A) 
X 
A - ex.« A, 
下 面 证 明 在 开 区 间 (xu，4 ) 中 , &S&HDIIAOSST 
局 。 上 有 反 设 在 该 区 间 中 仪 有 喇 的 有 限 个 点 ， 设 为 
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Xis X235» ""* Xn 
显然 ， 这 有 有限 个 点 到 4 的 距离 必 有 一 个 最 小 者 ， 设 此 点 
为 *,，( 1<hk<n ) ， 这样 x 便 成 了 DD 的 上 确 界 且 属 于 DD，, 由 


此 矛 盾 得 知 Cxo。 A) 中 必 含 有 DD 的 无 穷 多 个 点 , 又 因为 
(xv, A)C(A-e, A)C(A-e, Ave», 
所 以 ， 对 任 给 二 0 ,在 开 区 间 ( A4-e，A+e) 中 ， 总 有 

刀 的 无 穷 多 个 点 。 于 是 ， ARDINXEASIEF. 

评注 ” 聚 点 原理 从 另 一 个 侧 夯 刻 划 了 实数 集 尺 的 连续 
性 ， 它 是 连续 性 区 别 于 离散 性 的 一 个 重要 标志 . 

这 个 原理 的 特点 是 将 整体 的 无 穷 性 归结 为 局 部 范围 内 的 
无 穷 性 。 


七 IKE (akt) 定理 


极限 性 质 告诉 我 们 ， 收 敛 数列 必 有 界 ， 但 有 界 数列 未 必 
都 收敛 。 对 于 任何 有 界 且 收 敛 的 数列 来 说 ， 它 的 任何 子 列 都 
收敛 ， 且 极限 相同 ,但 若 一 个 有 界 数列 是 发 散 的 ， 那 么 它 是 
否 仍 存 在 收敛 子 列 呢 ? 下面 列 紧 性 定理 对 此 问题 作 了 肯定 的 
回 答 。 

定理 6 “〈 列 紧 性 定理 ) 人 
列 。 

正明 首先 ， 如 果 数列 { xn,} 是 由 有 限 个 数 重复 出現 
而 构成 的 ， 则 这 有 限 个 数 中 至 少 有 一 个 数 ， 比 如 说 是 数 c 要 
重复 出 现 无 限 多 次 ， 设 c 重 复出 现 的 项 数 为 


Niy fi "° y3 fii, +r. A 1s 2 。 a e "TT 
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从 而 
Xn,» Xn,» °` Xn s n R= 1,2,3, 


的 极限 limxa, = c. 因此 ， xs, } 就 是 { xn } 的 一 个 收 


CF. 

其 次 ， 如 车 数列 { xn) 确 由 无 穷 多 个 不 同 的 数组 成 . 
那么 ， 由 此 数列 所 构成 的 点 集 必 然 是 一 个 无 穷 点 集 。 根 据 育 
ARE, {xr} 至 少 有 一 个 聚 点 ， 设 c 是 它 的 一 个 聚 点 ， 下 
面 我 们 在 数列 { xn } 中 选 出 一 个 子 列 { xw， } ， 使 其 收敛 于 
c， 其 具体 做 法 如 下 : 


因为 c 是 (xs } 的 聚 点 ， 所 以 对 任何 &, 在 ( c-o c+ 
H, BER { xn } 的 无 穷 多 个 项 。 从 而 在 区 间 ，( c- 
大,c+ 友 ) 中 可 以 选 出 { xa Y 的 一 个 项 xw ， 使 得 


Xn > c, 
由 于 k 是 任意 自然 数 ， 这 样 我 们 就 可 得 到 { x, } 的 一 个 子 列 
EINE X Bi x», €( — c+ 十 )， Bp 

ER I k=l, 2, 3,- 
M を > 時 エー0, 所 以 。 lim, = c， 从 而 定理 得 证 . 

评注 “ 列 紧 性 定理 同 有 限 覆 盖 定 理 一 样 ， 它 们 都 刻 划 了 

有 界 无 穷 集 合 的 一 个 本 质 属 性 ,同时 它 也 和 区 间 套 定理 一 样 ， 
是 极限 论 中 论证 和 推理 的 一 个 强 有 力 的 工具 。 它 虽然 不 如 闭 


区 间 套 定理 那样 直观 明显 ， 但 是 以 它 为 根据 的 “ 抽 子 列 ” 
的 方法 却 比 闭 区 间 套 定理 用 起 来 灵活 ， 应 用 领域 也 比较 广 。 


当 数列 { xw | 无 界 例如 { xn } = { n? } 时 ,显然 上 述 合 
题 不 真 。 但 也 有 类 似 的 性 质 ， 它 刻 划 了 无 界 数列 的 特征 . 

定理 6 PRN { xa } 无 界 ， 则 必 存 在 子 列 ，{ xn，} ， 
使 得 


limxg, = 99, 
hoc "h 


正明 因 { xw，} 无 界 ， 故 对 任何 实数 MPO, EDE 

在 一 不 目 然 数 rm,, 使 得 
lxn, >M. 

先取 が = 1 ， 必 存在 一 个 n:， 使 得 
Ixn, 12 1, 

再 取 M = 2, En ZR EIE Tn, 使 得 
|x, |> 2, 

XRM = 3 ， 在 nm: 之 后 必 存 在 一 个 as 使 得 
|x, |> 3, 

这 样 ， 便 得 到 数列 

ni no; nac ng 

与 数列 


Xn,» Xn,» Xn,» 9 Xn? "^ 


使 得 
[xn | >k, k= 1,2,3, 
故 


limxn =, 
を mo ん 


如 若 { xn } 无 上 界 ， 则 有 
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limxa4, = To 
ine d 


同样 ， # (xx } 无 下 界 ， 则 有 


limxn = = 00. 
ke k 


A # 88k EY 


从 前 面 关 于 极限 定义 的 分 析 可 看 出 , 一 个 数列 ( x<, ) W 
敛 到 有 限 极限 ， 它 越 到 后 来 变化 越 微小 ， 这 个 特点 是 收敛 数 
列 的 本 质 属性 。 此 性 质 通过 下 面 一 个 定理 反映 出 来 . 

定理 7 WAKE) 数列 { x, } 收敛 到 有 限 极 限 
的 充 要 条 件 是 ， 对 任 给 > 0 , 存在 正 整 数 WV, 4m, n> N 
时 ， 有 | 

‘xm— xal «e. 
证 明 必要 性 因数 列 {x，} 收敛 ， 设 其 极限 为 4， 即 


1imxy = A, 
fio 
则 对 任 给 e 0, FEN, Mn NW, # 
| e 
| Xn ^ A <š, 


TE. "ll Sm, n>N, 出 


[xm~xn|=|xm~ A+A-xnl 


< 


な ご Á E Xn- A [CR ip. 
从 而 必要 性 得 证 。 
充分 性 根据 条 件 , 取 e = l „FEN, 34 m „n> NBF, 有 
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[Xm- xnl 1, 

但 Ixal = |xn~ xui + xnl 
S xm xx«il t em |< 1 + |xy++l, 

取 | 
M-maxílxil.Ixsls.dIxsl Ci xu il23 
因此 

lx+ 1x M, n-21,2,3,-^ 
故 í Xn) AR, TR AS PLC RE BEC k Sg f $) ELE 设 
其 极限 为 A， 即 

limxs, = A. 
从 而 对 任 给 e 0, 存在 正 束 数 KK , Wk>KW, 有 

| 7 4| < る | 
令 N |) =nx， 又 因 当 k 二 KK 时 ， 必 有 

ny nk- Ni, 
因此 ， 对 任 给 > 0, 存在 Mi, Hn, >N PF, A 

|x A| <i es Ng 


再 由 定理 条 件 知 ， 对 此 e> 0, 存在 /W,, 当 ヵ , ny 2 NW, 


< (7) 
取 E 
N-maxíNi;, Nity . 

则 当 n，nj NI, (6), (7 ) 两 式 都 成 立 ， 从 而 有 


ET — A|=|xn-— xs * xs, A| 


k 
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&|xn- xnl * xn, - Al 


<+ > = €s 
故 有 limxn= 4 ， 从 而 充分 性 得 证 。 


评注 (Gi) 单调 有 界 原理 仅 是 数列 收敛 的 一 个 充分 条 
件 ， 因 此 有 它 的 局 限 性 .然而 柯 西 准则 不 仅 是 数列 收 钱 的 充 
分 条 件 而 且 还 是 必要 条 件 ， 所 以 柯 西 准则 也 可 作为 收敛 数列 
的 等 价 定义 。 同 时 柯 西 准则 作为 收敛 数列 的 定义 最 大 的 优点 
是 : 它 不 要 求 事先 知道 极限 ， 而 只 涉及 到 数列 本 身 ， 

Gio) 满足 柯 西 准则 条 件 的 数列 ， 通 常人 们 称 它 为 基本 
数列 . RHE C Cantor ) 等 人 曾 用 有 理 数 的 基本 数列 等 价 类 
来 定义 实数 ， 

Gii) 有 时 为 应 用 方便 可 将 柯 西 准则 陈述 为 ， 数列 
{ xn} 收敛 的 充 要 条 件 是 

XHEB ID 0 ， 必 存在 正 整数 六 ， 当 ?之 人 时 ， 有 

| に マチ p= 1，2 ，3 ，… 
这 两 种 陈述 方式 是 等 价 的 ， 但 在 不 同情 况 下 各 有 自己 的 方便 
A. 

GV) 既然 柯 西 准则 可 以 作为 收敛 数 列 的 定义 ,那么 ， 
它 的 否定 当然 也 可 以 作为 发 散 数 列 的 定义 , 即 数列 { x<, ) 发 
B, EH | 

存在 so> 0 , 対 任意 正 整数 W, 有 正 整数 my, nw 存在 ， 
AE ms, n >N, fH 

| Xm. 7 x. |2>e. 
以 上 介绍 的 这 八 个 定理 ， 人 们 称 它们 为 极限 论 的 基本 定 
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理 . 通过 对 这 些 定理 的 论证 ， 我 们 看 到 它们 之 间 有 紧密 的 内 
在 关系 。 下 面 我 们 进一步 证 明 它 们 还 是 相互 等 价 的 . 

这 里 我 们 将 采用 一 种 循环 论证 的 方法 。 因此， 由 上 面 推 
证 这 些 定 理 的 逻辑 顺序 可 知 ， 和 欲 证 这 些 定理 是 等 价 的 ， 只 要 
能 再 证 明 以 柯 西 收 敛 准 则 为 前 提 可 以 推出 狄 德 金 分 割 原 理 。 
如 车 能 作 到 这 一 点 ， 那 么 这 八 个 定理 的 论证 就 构成 了 一 个 逻 
HI. 这样 ， 它 们 之 间 任 何 两 个 都 可 以 互相 推出 ， 从 而 等 
价 性 得 证 . 

下 面 我 们 就 以 柯 西 收敛 准则 为 前 提 来 证 明 狄 德 金 分 割 原 
理 。 

定理 8 〈 狄 德 金 分 割 原 理 ) 全 体 实 数 R 的 任何 一 个 分 
割 都 有 一 个 介 点 , - 即 对 玉 的 任何 一 个 分 割 (X， Y ) 2 E 
在 一 个 cE 尺 ， 使 得 对 任何 xEX，yE7， 有 

x<a<y 或 x<a<y, 

证 明 对 全 体 实数 R 的 任何 一 个 狱 德 多 分割 ( 625.135 

dX, YEZ, ERa EX, bi €Y, M bai. 将 Lai, 


6 等 分 为 二 ， 加 基 分 点 づ ユエ ウー XX， 取 右 半 区 间 为 Ca， 


TRA masa b CY WA X B3 a. b.) Za, € X, 


b. € Y. 如 此 无 限 继 续 作 下 去 ， 可 得 闭 区 间 序 列 ( (an bn] bo 
且 満 足下 列 条件 : 
(i) Cau 5,J つ に gs。 5。) つ … つ Cg。。 bj 


b, ^7 01 
"m 


(11) lim(5,5-a4)-lim = 0; 
如 一 co noo 


(iii) a4,€ X, b,CY, n=1, 2, 3, == 
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由 条 件 (i)、(ii )， 根 据 柯 西 收敛 准则 ,数列 
dis 01541559. 59. bag na 

A RHI—^-3EZK38 50, 因 此 必 収 公 , 设 其 极限 为 cE 尺 ， 
如 果 c 在 前 段 X (下 部 ) 中 ， 可 证 c 必 为 XX 的 最 大 值 . Xx, 
如 车 存在 x€ そ , 使 得 <<x, 取 正 数 を < ァ ーc, 则 (c 一 ,c+e) 
CX, 由 条 件 (iii ) 知 每 一 个 bn 儿 (c 一:，c+e), 这 与 上 述 基 
本 数列 ai， bi, a5, 05, の "On bns KAF 相 矛 盾 . 故 
cj X Bj K Iñ, 此 時 。 显然 了 无 最 小 值 。 类 似 可 证 ， 如 果 
c 在 后 段 ( 上 部 Y'B, WICAEY BAM, dX Jo d. 
故 狄 德 金 分 制定 理 得 证 。 

评注 ”这 八 个 基本 定理 尽管 各 有 其 特征 和 用 场 ， 但 从 本 
质 上 讲 ， 它 们 都 是 从 不 同 的 侧面 反映 了 实数 系 史 的 连续 性 和 
完备 性 ， 几 何 的 直观 意义 就 是 数 轴 上 的 点 是 连续 的 即 无 空隙 
的 。 这 些 定理 构成 了 极限 论 的 理论 基础 . 

最 后 我 们 还 要 指出 ， 既 然 这 八 个 定理 是 互相 等 价 的 ， 因 
此 从 原则 上 讲 它们 都 有 “资格 ”充当 公理 (人 参看 下 面 框图 )， 
即 以 任 一 个 为 出 发 点 都 可 以 推 证 其 余 定 理 。 实 际 上 ， 除 了 本 
方案 外 ， 人 们 通常 还 喜欢 用 单调 有 界 序列 、 确 界 存在 原理 
等 作为 公理 ， 这 当然 都 是 可 行 的 方案 。 但 其 它 定理 却 很 少 被 
采用 作 公 理 ,例如 有 限 覆 盖 定 理 等 。 这 是 因为 ,人 们 一 般 要 求 
公理 是 明显 而 直观 的 ,这 样 就 易于 人 们 不 加 证 明 而 直接 接受 。 

前 面 所 论证 的 八 个 基本 定理 互相 等 价 性 的 逻辑 框图 如 
T: | 

狄 氏 分 割 原理 一 之 了 确 界 存在 原理 一 > 单调 有 界 原理 一 -之 闭 区 间 亦 原理 


MED ESCENA 条 性 定理 所 -一 孙 点 原 s< B 3 s= 
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う 题 


1。 讨论 下 列 问题 : 
(1) 点 集 的 聚 点 是 否 必 为 上 、 下 确 界 ? 
(2) 上 、 下 确 界 是 否 必 为 聚 点 ? 
(3) X s, 05 3c p] ud J? 
2, 试 证 ; 若 数 列 { x,} 有 和 界 且 有 若干 聚 点 ,， 则 此 数列 
EI xx. 
3。 试 证 Xo 是 点 集中 的 聚 点 的 充分 必要 条 件 是 :x0 的 
任 一 领域 内 至 少 包 含 异 于 xo 而 属于 已 的 一 个 点 。 
4。 试 证 单调 数列 妆 丝 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 收效 子 
列 。 
5。 设 4 是 非 空 实数 全 且 有 下 界 。 令 -4={=-xlx6 
A } ， 证 明 
inf ゴ =ーsup(《 一 A)。 
6。 给 开 区 间 〈《 0，3 ) 构造 一 个 没有 有 限 魔 益 的 开 利 
FLEX 
7。 有 界 数 列 { xn) ERA, N| 6 # 55 AS 3k 5k ED 
同 极限 的 子 列 。 
8。 举例 说 明 闭 区 间 套 定理 的 条 件 缺 一 时 命题 可 能 失 
A. | 
EEVENSEWREESLUSIQELEA 
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8$ 5 函数 极限 与 连续 


— HARR 


上 上 而 儿 节 我 们 主要 讨论 了 数列 { xn } 24 n —colbf 前 概 
PR. 数列 可 以 看 成 一 种 特殊 的 函数 一 一 以 日 然 数 集合 为 定义 
IRH AA an= f(n)。 因此. 数列 的 极限 可 以 看 成 是 一 种 函数 
极限 。 但 数列 毕竟 是 一 种 特殊 的 函数 ， 自 变量 是 离散 地 变化 
的 ,对 于 一 般 的 函数 ,例如 定义 在 整个 数 轴 上 或 某 一 区 间 上 的 
函数 1/(x)， 自 变量 往往 是 连续 地 变化 的 ， 这 时 , 我 们 常 要 考 
案 与 连续 变量 x 对 应 的 函数 值 1(x) 的 变化 情况 . 


fi y (xz> 0 )。 当 x 无 限 增 大 时 ， 它 所 对 
应 的 函数 值 无 限 地 接近 于 常数 零 ， 
这 个 例子 和 数 列 x, = 一 的 变化 趋势 很 相似 ,所 不 同 的 ， 


仅 在 于 寺中 的 x 可 取 区 间 CO, +0) 上 的 所 有償 。 而 二 中 


的 x 只 能 取 自 然 数 。 然 而 ， 当 nn->% 或 x~+ co 时， 它们 所 对 
应 的 泡 数 值 的 变化 趋势 是 一 致 的 , 仿 数 列 极限 的 a — N E XC. 
可 类 似 地 给 出 当 x~ + ce 时 函数 极限 的 定义 。 

定义 1 BRA ODE XE IB (ac，+eco ) E, AF 
一 个 常数 ， 若 对 任 给 的 正 数 e， 总 存在 某 一 个 正 数 M ,使 得 当 
x2MHBM, # 
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|f(x)- Al«e, 
MERR f C E XP + co 时 以 .4 为 极限 。 记 作 
limf(x)- A EX f x )- ACx— + eo), 


説明 G) MBMER-S SCHRIBUB BIN — FE. 说 明 x 充 
分 大 的 程度 ， 不 同 的 是 这 里 必须 考虑 比 M 大 的 所 有 实数 x, 
而 不 仅仅 只 是 自然 数 ， 

Gi) 几何 意义 : FER 
y= ÀA-e, y= A+e, 则 存在 
M> 0, fi:4x MB, 函数 
f(x) 的 图 象 要 全 部 落 在 以 二 
条 直线 y= 4+ e 为 边界 , RA 
2 的 带 形 区 域 之 内 (图 5 一 1). 图 5 一 1 

类 似 地 ， 我 们 定义 当 x っ > - so 时 与 x 习 co 时 了 菠 数 (x) 的 
极限 . 

定义 2 WW f(x) 定 义 在 区 间 ( - co, b) E, AË 
一 个 常数 ， 若 对 任 给 的 正 数 =， 总 存在 某 一 个 正 数 M， 使 得 
M xc MB, 

|/(x)— Al «e, TT 
JU BR 38 f (x TE xS T — ce 时 以 4 为 极限 。 记 作 
limf(x) - AXf(x)-- A(x— - eo), 


定 又 3 WWE fOO XdEIIB ( -co, +20) E, 4 
是 一 个 常数 ， 若 对 任 给 的 正 数 e, 总 存在 某 一 个 正 数 M , 使 得 
当 |x|>M 时 ， 有 

f(x)- Al cs, 
WES B Cf Cx) TE x à 3 098 UL 43318. i54 E 
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limf(x)7 Af (0-9 Alx), 
limf(x) 7 A 的 几何 意义 ， 作 直线 y= A- 0, 


y=.44+e， 则 存在 对 > 
0 , 当 x< - ME&x—^M 
时 ， 函数 f(x) 的 图 从 
要 全 部 落 在 以 二 条 直线 
y-Atc 3d. RA 
2e 的 带 形 区 域内 (图 5 
图 5 一 2 a a 
由 上 述 定义 容易 推出 ， limf(x)= 4 等 价 于 limf(x) 


=limf(x)= A. 
例 2 试用 极限 定义 证 明 limt- 0, 


证 明 因为 | 三 92 |. 所 以 , XHEM 。> 0， 取 


M = 二， 于 是 当 |x|>M 时 ， 有 |xl ン ーー, Wise EA 
| sinx に で 
" ° 
故 
lim Sinx = 0 
并 一 so x M 
; 。 2z“ー5x+13 — 
例 3 uS. Hm ラーー ミ 2. 
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证 明 对 任 给 0, 要 使 |- ax" E - 2 |<e. 


为 此 考察 2x* 2i s 13 _ 2 


9x — 5 | RAE c 2. 


x^ 4*4 x* + 4 
| <5lx|+5___ 5(lzl+1) と 5 _ 
此 时 ， X2 十 4 EET w«qxi-2xIxl £D ^ ixl -2' 


因 此 , RER, M = s, uis >M, # 


2 が “ ed i 网 
[^ x+ 2 |<. 


T 2x — 5x +13 
i 


m- 
メー x? x° +4 


-= 2, 


上 面 我 们 研究 了 当 |x | 无 限 增 大 时 ， 函 数 f(x) 的 变化 情 
X. 但 是 ， 我 们 还 常常 需要 研究 当 自 变量 x 无 限 趋 于 某 一 确 
定 的 数 x, 时 ， 函 数 /F(x) 的 变化 趋势 . 

例 4 函数 f(x) =2x+1， 当 x 不 论 以 怎样 的 方式 (从 
2 的 左 侧 、 右 侧 或 右 左 两 侧 ) 趋 于 2 时 ， 对 应 的 函数 值 都 无 
限 地 接近 于 5 。 这 时 ， 我 们 认为 当 x 一 2 时 ，f(x)=2x+ 1 
的 极限 是 5 (图 5 一 3 )。 


y= PES 


图 5 一 3 图 5 一 4 
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Tas LL vw 
例 5 函数 f(x)= 一 4， 当 x= 2 时 , f(x) 无 意义 ， 


x2 
但 当 x 不 等 于 2 而 趋 于 2 时 ,对 应 的 函数 值 无 限 地 接近 二 4， 
这 时 ， 尽 管 f( 2 ) 没 有 意义 ， 但 从 函数 值 的 变化 趋势 来 看 ， 


我 们 仍然 得 承认 当 x- 2 时 ，f(x) = 入 二 六 的 极限 是 4《 图 


9-——4 J. 


plo 函数 f(x)= d itd 


1 メニ 0。 

f(x)= 1， 但 当 x 不 等 于 0 jfi i 

94 v FOR, PRECES eg 2C EB R E 
近 于 0 。 这 时 ， 尽 管 {(0)= 1 

V 面 き 0 ， 但 从 函数 值 的 变化 趋势 


来 看 , 我 们 还 得 承认 当 x->0 时 ， 


当 以 一 0 时 ， 


E | | 
Ix] xx 0 
の = { ， À. mem 


我 们 说 ， 一 个 函数 在 自 变量 x 趋 于 一 个 定点 Ye 时 的 极限 
是 多 少 ， 是 从 它 在 无 穷 变化 过 程 中 的 趋势 来 看 的 ， 与 它 在 有 
限 个 点 的 函数 值 没有 关系 ， 特 别 地 , 与 它 在 xo 点 的 函数 俏 当 
然 也 没有 必然 的 联系 。 为 了 排除 x = x。 的 情况 ， 在 函数 极限 
的 定义 中 ， 就 特别 规定 x 一 xo 但 x 二 xo。。 具 体 来 说 ， 就 是 

设 通 数 f(x) 在 点 xo 附 近 有 定义 (但 在 xo 可 以 没有 定义 )， 
如 果 当 x 趋 近 于 x。( 但 始终 不 等 于 xe ) BF, f(x 8381 T EA 
4， 就 说 函数 f(x) 在 x 趋 向 于 xo 时 ， 以 4 为 极限 ， 

我 们 把 x 与 x。、f(x) 与 4 的 接近 程度 用 不 等 式 表 示 ， 就 
可 给 出 精确 定义 ; 
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定 又 4 (函数 板 限 的 <:-8 定 叉 ) 设 函 数 f(x) 的 定义 域 
为 7，*。 是 了 的 聚 点 ，4 为 一 个 常数 ， 如 果 对 任 给 的 正 数 e， 
总 存在 某 一 个 正 数 6， 使 得 当 0 过 |x 一 x。|< 之 6 时 ， 有 

l/(x)— | て g, 
WER OOE xT xH, UAD. E 


im を )= A 或 1/(x)— AC x9), 


说 明 G) 来 用 部 域 的 造 音 , 画数 概 限 的 -6 定义 可 
叙述 为 : 任意 欠 定 4 的 g 爺 域 び (4,s) ， 总 有 xuo 的 一 个 6 邻 
ERU (x, ó), 使 得 , `"4x Sex C U (x O, f(x)€U 
( A, £). TT 

(Qi) 定义 中 的 6 依赖 于 s ,一 般 说 来 ,e 越 小 ,相应 的 6 也 
越 小 . 当 9 找 出 后 , 任何 6'( 0 べ @* ご 8) 都 可 充当 6 的 “角色 ”， 

(ii) xx 是 fx) 的 定义 域 ! 的 一 个 聚 点 ,讨论 x-xo 时 
jF(x) 的 极限 ， 与 Yo 是 否 属于 7 了 无关， 与 函数 f(x%) 在 x。o 的 值 
fx DER, 不等式 0 过 |x 一 xo|<<6 就 是 限制 x 既 要 属于 x。 
的 6 邻 域 ， 又 不 等 于 x。， 因此， 不 能 将 其 写成 |x — x | <ó. 

GV) 几何 意义 作 直 线 y= A+e,y= 4-s， 总 存在 
一 个 以 xo 为 中 心 以 6 为 
半径 的 小 区 间 C x, 5， 
x +Ó), 在 这 个 小 区 间 
P C 可 能 除 掉 点 x。) PR 
数 图 象 都 落 在 以 二 直线 
y= AtODAS SUN 
2s 的 带 形 区 域内 (图 5 
— B), 
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例 7 证 明 1lim-sinx - 1. 
X 一 0 x 


证 明 作 单 位 圆 ( 图 5 一 7 ), 用 | x |3 8 Z AOBB3U8E 
数 。 因 为 x 一 0， 不 妨 设 0 一 |x| 


No 于 是 14Cl=sinlz| = 
A AF 
Isinx|,| F B| = tgIx! = |tgxl, 
<N 由 图 5 一 7 可 以 看 出 ， 
B 
`V 和 A408 的 面积 = 了 |sinx|， 
Ne BUE AOBISRB - 1|. 


, 


ms AFOBBIR- Las |, 
因此 
|sinx|<|x|<|tgx|, 
亦 即 
PEDEM 
Isinx| ~ lcosx| ' 
或 


|cosx| «mec, 
x 
当 OC|x| «TM, 27 0, cosx 0, 从 而 有 


cosx 31n* aiii E 
x 


-(1-cosx)- cosx - 14 -Sinx _ 1« 0 <1 — cosx 
x , 
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所 以 


2 


[ » a 
| sinx _ _ 二 A. eee 
x 1 | 1 -cosx=2sin -<2 (>) =— 


取 5= min{f Ve 于}， 当 0<|x|<6 时 , 0 < 


(V 2e)’ 
— = 所 以 
・ 2 
| 1 | <— Ei 
x 2 
因此 
lim_Sinx EVI 
x20 X I 


评注 已 被 证 明 的 极限 lim sinz = 1 ， 其 不 可 忽视 之 


x 


处 是 x 以 弧度 为 单位 ,对 于 实数 x， 按 规定 sinx 三 sinx 弧 度 ， 
若 在 角度 制 中 ， 在 x 一 0 时 ，- ax 的 极限 就 不 是 1 ， 而 有 


lim sinx | 7 
x20 X 180 ° 


事实 上 ( 如 图 5 一 7 0, IK AOB = x ,其 中 x 为 实 
数 , sinxesinx'. WƏ 0-«1x|«90, 由 手 扇形 4O ぢ 的 面 税 
大 于 人 -408 的 面积 而 小 于 人 AEOB 的 面积 ， 从 而 得 
XE il 
< ir < | tg 
因为 sinx 三 sinx”，、 故 有 


< ele | 


> |sinz° 
2 1 


| 
2 
7 1 


T 
^18' 


当 0 <| x |< 90 时 ， itas cosx2» 0, AMA 


| sinx 
x 


| 
T cosx | < 


| sinx 
-T cosx« - ペ ーー ニー 。 


180 x 180 ° 
由比 推 得 
PE sinx 元 x? 
Z Siny ^» T (1. zo 
Usa X 9199 -cosx)<Tg0 2 


6v 
所 以 只 要 到 8= ain ( E, 90), o <li oM, 


就 有 


n _ Sinx 
[180 x < 
| a Sinx _ EN 4 
HO lim—7 i8) 180 SE. 
公式 lim Sinx . = LI lim- az = 一 一 简洁 ， 便于 记 
x29 X X 180 


世 和 运用 。 在 高 等 数学 中 我 们 还 可 以 列 出 很 多 用 弧度 制 比 用 
角度 制 简洁 的 三 角 函数 导数 公式 和 积分 公式 ， 这 说 明了 在 高 


el 
例 8 证 明 im ュー Te i. 
这 里 ， ae 
它 的 极限 存在 与 否 与 之 并 无 关系 . 
= = L. ER T Ps YN i 


正明 M x IB, L3 


———— .- -一 一 


2x^ -x-1  O(x-1X2x*D 
= 也 二 二 不妨 限制 x 于 0<|x -11<1, 即 x キ 1, 0 < 


2x+1 
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x< 2 ・ 则 有 


eg i MN る | = 
2x?^—- x-1 3 2x -1 3 3(2x +1) 
1x — 1] 
° dE : 


于 是 ,对 任 给 e 盖 0 ,只 要 取 0= min { 32, 1 } ,340<|x- 1| < 


例 9 证 明 lima*=1 (o>0, a1). 


正明 任 给 0 <<e 过 1， 要 使 la”- 1 1<e 成 立 , B 
1 -e«a*« 1 +e, 

Autal 1 ， 在 不 等 式 两 边 取 对 数 ， 有 
loga( 1 -e)x«loga(C 1 +e). 


logat L ë= g) べ 、 0, 我 们 把 它 写 成 lo: , 这 样 便 有 
loge-+ 0 ， 并 且 
- loga-i malog +e) 


只 要 取 snis ie ニー) TT 2702 则 当 0 < 


|x1< 6 时 ， 不 等 式 
la*- 1|«e 
成立 , Bp 
7 3 


lima*- 1, (a>1). 
x0 


対 0 < く g 1 的 情形 ， 可 类 似 地 证 明 ， 
例 10 证 明 lim sinx = SinNX sa 


し 区 CE das. 
2 ? sin ーーーー 


证 明 因为 


Sinx-— SinXo E |2cos 
| 


e 任 给 e0, 取 9= e, 


x 2 | Sin 


«|x- Xo 


当 0«|x-x,|« Hf, 有 
Isinx — sinxol|«e, 
所 以 


lim sinx = sinx«. 
ダブ ラディ 
类 似 可 证 lim cosx =cos。。 
ズラ ディ 


以 上 所 考虑 的 是 当 自 变量 x 以 任意 方式 趋 近 于 x, 时 ， 函 
数 f(x) 的 极限 ， 但 有 些 问 题 要 求 我 们 考虑 函数 在 点 x 6 的 某 
一 侧 变 化 的 情况 . 例如， 函数 f(x) = [x])， 当 x 从 点 x。= 1 
的 左 侧 趋 同 于 1 时 ，f(x) 赵 向 于 0 』 而 当 x 从 点 x。= 1 的 右 
BELT 1 时 ，f(x) 站 向 于 1。 于 是 引出 函数 f(x) 在 一 点 的 
単 側 概 限 的 概念 

定义 5 RAR f(x) 在 点 x。 的 右近 愛 〈( 可能 除去 >。 本 
身 ) 有 定义 ，4 是 一 个 常数 ， 若 对 任 给 的 正 数 。， 总 存在 3: 
一 个 正 数 6， 使 得 当 xo<x< x+6 时 ， 有 

|f(x)- Ale, 

则 称 函 数 F(x) 当 x 从 右 侧 趋 于 xo 时 ， 以 4 为 右 极 限 。 记 作 
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lim f(x)2 Af GO > Alx>x 


x= x? 
也 可 以 记 为 f(x + 00-2 A, 
类 伏地 ， 可 以 给 出 左 极限 的 定义 ， 
定义 5′ 设 函 数 F(x ) 在 点 x, 的 左近 旁 〈 可 能 除去 Yo 本 
英 ) 有 定义 ，4 是 一 个 常数 ， 若 对 任 给 的 正 数 e, 总 存在 某 一 
个 正 数 S， 使 得 当 x,-6<x<xo 时 ， 有 
[f(x)- Al s, 
则 称 函 数 f(x) 当 从 左 侧 趋 于 xo 时 ， 以 4 为 左 极限 。 记 作 
lim f(x) 7 ARF) > A(x-=x-), 


1 4*0, 
例 11 符号 函数 sgnx = 0 x= 10， 易 知 
ー 1 x« 0 。 
lim _Sgn メ ニー Hm sgnx = 一 1。 值 得 注意 的 是 1( 0 )=0。 


根据 函数 在 一 点 的 极限 及 左 、 右 极限 的 定义 ， 立 即 可 得 
定理 1 消 数 (x) 在 点 x 的 极限 为 4 的 充 要 条 件 是 ， 
f(x + 005 flx- 0 )= A. 
+ 0 )= A4， 由 定义 5， 对 任 给 6e 0 DRE, 0, 
使 得 当 0<x-xo<6: 时 ， 有 |[f(x)- Ale; 又 由 于 
f(xo 一 0)= 4, 由 定义 5’, 对 上 述 的 :， 必 能 找到 0,7 0, 
使 得 当 0 <x- x< t, 有 (x〕- 41<es。 取 9=min 
(01, 02 } ， 于 是 当 0 二 |x 一 x6,|< 过 6 时 ， 有 
[f(x) - Ale, 
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即 lim f(x) A, 
% つ % 


前 面 所 讨论 的 函数 极限 ， 都 是 当 自 变量 x->x。( 或 x-> 
x ° ター タッ X>, x— +o, テー の 9 ) Rf, 其 所 对 应 
的 摆 数 值 趋 近 于 某 个 定数 的 情形 ， 但 桨 些 承 数 也 可 以 是 趋 于 
无 穷 大 。 例 如 

f(x) = x* , 4 x— + ce 时 , 它 所 对 应 的 函数 值 越 变 越 大 ， 
趋向 正 无 穷 大 。 

当 x 一 - co 时 ， 它 所 对 应 的 函数 值 越 变 越 小 ， 欧 向 负 无 
23 X. 

当 x 一 ce 时 ， 它 所 对 应 的 函数 值 的 绝对 值 越 变 越 大 ， 趟 
向 正 无 穷 大 。 

又 例如 f(x)= 二。 当 x— 0 “时 ， 它 所 对 应 的 函数 信 
趋向 正 无 穷 大 . 
当 x-> 0 -时 ， 它 所 对 应 的 函数 值 趋 呵 负 无 穷 大 。 
M x 0 时 ， 它 所 对 应 的 沙 数 值 的 绝对 值 趋向 正 无 穷 大 ， 

仿 数列 无 穷 大 的 定义 ， 我 们 有 

limf(x) = ce 的 定义 若 对 任 给 的 正 数 G ， 总 存在 


某 一 正 数 M, WRH >M, A 
则 称 函 数 F(x) 在 无 限 远 处 趋 于 无 穷 大 。 记 作 


im が を) = oogk f ( x )->co(Y~>co )。 
limf(x)= “的 定义 若 对 任 给 正 数 C ， 总 存在 某 一 正 
0 
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数 8, 使 得 当 0 <|x- x。| ぐ 9 時 , A 
|f(x)|> CG, 
财 称 函数 fx ) 在 点 x, 处 赵 于 无 穷 大 ， 记 作 


limf( x) 2 eegtfC x )--99( x xs). 
X—X 0 


类 似 地 可 以 给 出 lim(f)x = +, limf(x)= = e° 


+ 
xx 


在 讨论 函数 极限 时 ， 除 了 上 述 各 种 情况 外 ， 还 有 极限 不 
存在 的 情形 ， 辟 如 


f(x) = sint, f(x) = cosx. 


前 者 ， 当 x-> 0 时， 函数 值 无 限 次 地 在 ~ 15 12 BJ PE # 
(图 5 一 8 ) ， 不 能 趋 于 某 一 确定 的 数 ， 但 也 不 是 趋 于 无 穷 
K. 我 们 说 ， 在 x 一 0 时 ， 它 的 极限 不 存在 .后 者 , 当 x 的 绝 
对 值 无 限 增 大 时 ， 函数 值 也 是 无 限 次 地 在 - 1 与 1 之 间 据 
荡 ， 所 以 在 x 一 co 时 ， 它 的 极限 不 存在 ， 

|j 


lim >)=o。 lim f(x)-oo, lim f(x)= ~ 等 的 定义 ， 
テー デー X + 99 


$@)=Siwz 
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二 函数 极限 与 数列 极限 的 联系 


一 般 函 数 的 极限 可 以 归结 为 数列 的 极限 ， 下 面 的 一 个 定 
理 通 常 称 为 海 因 ( Heine ) 定理 ， 它 把 函数 的 极限 和 数列 的 
极限 沟通 起 来 ， 因 此 也 叫 归 并 原则 ， 

定理 2 simf(x) 存 在 且 等 于 4 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 任 


意 数 列 xs), BE x,*xlimx,-x. 相应 的 函数 值 


数列 
Hi), f(x) v, fn), >° 
都 有 lim/(xn)= A. 


证 明 必要 性 设 limf(x)= A, (x) 是 任意 一 个 收 
NTF x HAF, Bl x , 2e x Cx =1, 2, ")»limx, - Xo M 


证 明 相 应 的 数列 y, = f(x,)— AKGO99), 


>>0， 使 当 0 <|x -xol 达 6 时 ， 有 

If(x)- Al«e, I 
BUFxamxo. Xa xo(no 1, 2, =) ,所 以 对 上 述 的 6， 
必 能 找到 N 二 0, 使 NBI, BHO-Ixa-xel«ó, T 
EHn N, BAIS) - Ale, B 

limf(xn)= A. 
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FESE 


充分 性 ”用 反 证 法 . 设 当 x->xo 时 ,f(x) 不 以 4 为 极限 ， 
则 存在 某 一 个 so> 0 ， 对 任意 的 6 二 0， 总 还 有 满足 0<< 
|x= xol LCS 的 点 x ， 使 得 |f(x') -A | 之 e。。 现 依 次 取 
ó-1, ++ l.c l.c, MAEHE X1 xs 
— s | 
0O0<|xi-x/|<1, M '|f(x i)- Aleo; 


0 < <>, ü cz)- 4| テ sn 


XT Xo 93 


«v, 但 [fGo-A|zen 


从 左边 一 列 容 易 看 出 ， limxg 7 xo(xg]exo,n7 2133 sU 


而 右边 一 列 是 它 所 对 应 的 函数 值 列 { f(xn) } 却 不 以 4 为 极 
限 ， 这 与 假设 矛盾 ， 充 分 性 得 证 . 
定理 5 limf(x) 存 在 且 等 于 4 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 任 


意 数 列 Í xn ) , limxn = 相应 的 函数 值 数列 


JUD S FIS ghy sees f(X), の 
都 有 limf(x») = A, 


证 明 留 给 读者 考虑 ， 
关于 数列 极限 的 许多 性 质 ， 都 可 过 波 到 一 般 的 函数 极 
限 ， 得 出 相应 的 性 质 ， 不 过 有 的 应 作 适 当 的 修改 .它们 的 证 
法 也 类 似 . 这 里 特别 值得 一 提 的 是 应 用 海 因 定 理 来 证 明 函 数 
极限 的 性 质 很 方便 。 下 面 将 关于 函数 极限 的 几 个 命题 列 出 
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来 ， 并 对 个 别 命 题 给 以 证 明 ， 以 示 海 因 定 理 把 数列 极限 的 性 
质 过 滤 到 函数 极限 上 来 的 作用 . 
命题 1 (唯一 性 ) 车 极限 limf(x) 存 在 ， 则 它 只 有 一 个 


ER. 
命题 2 (局部 有 界 性 ) 车 limf(x) 存 在 且 有 限 ， 则 存在 


成 Xo 的 某 一 6 邻 域 U (xo, ó), 使 得 f(x) 在 (x。， à) 内 有 界 
(x=> xo), 


命题 3 (局 部 保 号 性 ) 若 limf(x) = 4， 则 对 于 任意 江 


足 条 件 0 过 8 4 的 B， 存 在 点 x。 的 某 一 6 BERU (x,,0), 
使 得 对 一 切 x €C U(xo,6) (x キ x。) 信 有 /f(x)>B> 0. X 
4 二 0 时 ， 则 对 于 任意 满足 条 件 AB 0 的 BB， 存 在 点 x。 
的 某 一 6 邻 域 U(x。,6)， 使 得 对 一 切 x € U (x, ,Ó)(xəƏ= x.) 
里 有 f(x)< 之 B< 0 。 

命题 4 (单调 性 ) 车 limf(x) 与 limg ORFE, HB ff. 


fe HR x MIRU (xo) Cx Sex E fO x)< g (x), Bl] 
lim f( x) &limg(x), 
AX XX g 
frg 5 (绝对 收敛 性 ) 车 limf(x)= AWlimlf(x)] 
diia: Xo 


-|Al. 
命题 6〈 CAAH) 如果 在 点 x。 的 某 部 域 び (x。,8) 内 
PORA sg gU Gees 0,308 Tim fO = A = DI 
nu 
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limh(x)= A, 
XX, 


证 明 设 {xn1} 是 任意 一 个 收敛 于 xo 的 数列 ， Xn? Xos 
由 所 设 和 海 因 定理 的 必要 条 件 ， 我 们 有 
limf (xn)= limg(xn) = 4A, ŽEH fxn) &hGOx 4) S& gl xn) 


根据 数列 极限 夹 定理 ， 有 
limh( xn) E. m 


由 于 数列 { xn } 的 任意 性 , 据 海 因 定理 的 充分 条 件 ， 便 得 
limh(xn) = A. 


命题 7 (四 则 运算 ) 若 极限 lim fox) lim 7( ヶ ) 都 存 


在 ， 则 f(x) gC), f) g(x) 在 x 一 x。 时 极限 也 存在 ， 
H 


"D ET ET 
(i) n Cre gon Qni ex tug gon 


(ii) Lim (gm iar gx) ° img, 


又 车 limg(x)2 0, W fix) 在 x->x。, 时 极限 存在 ， 
XX gx) 


HA 


GO Hex) fn 
X= X 。 


命题 8 ( 柯 西 收 敛 准则 ) 画数 が x) 在 点 xs 存在 概 限 的 
充 要 条 件 是 : 对 任 给 的 正 数 :， 总 存在 某 一 止 数 6, 使 对 于 任 
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Æx, x", M0«ix'-xi«ó, 0«|x"- x «5H, 有 
fixo fEx D |n, 

证 明 必要 性 & limf(x)- A, HUH IRR B z 9 定 
pam XHERBRBSDO, 存在 3> 0 ,使 当 0O0<|x- x |<óB), 
有 |7(x)- Al < TAEXSx,x'"Bo«ix'-x.«ó, 
0 «[x" x | 0, UR If x07 fix Dis |f(x’)- Al + 

fx") =A Ay RE 

充分 性 任 取 数 列 {xz} (要 求 xn 属 于 f(x) 的 定义 域 ， 
Xn キタ 6 ぅ > (n= 1, 2,..) ;Hlimx,- Xo) » 由 假设 对 任 


RRES 0 ， 存 在 相应 的 正 数 6， 使 0 < x'- x, |<ó, 0< 
lx" = xol Khi, EA fx- Fx Ke. 对 上 述 的 5， 
由 于 xn->xo(n 习 oo), 则 存在 相应 的 正 数 NN ,对 一 切 n, m> N 
MH <lr xel <ð; 0 «xm ~ xol«Óó, pj 此 ， |f 
(xn) 7 f(xm) | e 于 是 由 数列 的 柯 西 收 敛 准 则 ，{ f( x, 2) 
极限 存在 ， 记 为 4， 即 

| limf(x4) 7 A, 


根据 海 因 定理 4 也 是 /(x) 在 x->xo 时 的 极限 . 
下 面 利用 函数 极限 的 迫 敛 性 证 明 一 个 重要 的 极限 。 
例 12 自明 lim(1+ エ ) =e. (1) 
先 证 lim ( 1 £l) =e. 不 妨 设 x> 0.Mincixsn-l 
时 ， 有 
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Š 1 ne1 
RO (uysOgsat eon 


+1 


f(x) = (1 + su n< x<n+ li 


g(x)= ( 各 Ly n&x«nt1l. 


由 (2) 有 f(x)<(1+ 汪 ) «go, 1x, BT 


| 1 y" 
' m 
Biagio i) dee 
"tl 
一 已， 
limgGO-lim(1*2) -QmQ Dai 
三 6。 
根据 命题 6 便 得 
lim (1 s1) =p 
剩 下 的 是 证 明 
i 13s 
lin(1*7) "e. 


ERP =- y, Wüx—ooBp, y> tee. BRA 


* 极限 lim(1 tL) s e$ LS 6 例 12， 
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EV ox. 17 
Jim(! ur slim (1 75) E ty- n 
| pos 1 ` 
= lin[(1 + d (sss) 
=e ° 1 
=e, 
这 样 ，( 1 — 
在 ( 1 ) 式 中 , $ 二 =y， [13324 xoc], y 0 ,所 以 
( 1 ) 式 可 以 表示 成 另 一 种 形式 
m i 
tim (1 +y) ide (3) 


极限 lim(1 + 二) =e 以 及 ( 1 ) 式 、(3 ) 式 用 处 很 三 ， 
为 了 更 清楚 地 理解 它们 的 变化 趋势 ， 下 面 绘 出 它们 的 图 象 ， 
以 资 参考 . 

函数 /(n)= (1 十 +) (图 5 一 9)， 当 n 一 00 时 ,f(n)—>e， 


图 5 一 10 
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LÀ 


e 


E 
函数 f(x)= (1 +x) * CB 5—10), 定 叉 域 = 
{x} -1<x<0) U {xlx>0 }, Xx--0Hf. f(x)-e. 


函数 /(y)=(1+ー) (图 
5 一 11 ) iE XIXD- { xlx ぐ 
-1 U {xlx>0}, Mx 


mm ーー ニニ ーー ーー ニー ニー we 


Say 


mj 


| 

| 

| 
pe ES Epa 
<= 


co 時 。 f(x)>e. i | 
海 因 定理 是 沟通 函数 极限 和 i 7 
数列 极限 的 渠道 ， 它 有 广泛 的 应 


JH. 下 面 举 一 些 例子 : 图 5 一 11 

1 判断 函数 极限 不 存在 

利用 海 因 定 理 来 判断 水 数 极限 不 存在 极为 方便 ， 只 要 能 
选 出 一 个 数列 x«—x.(—99, xq xos n2 1,2,72, Tü 
{ f(xn) } 发 散 ， 或 取出 两 个 不 同 的 数列 x; -=>xo 和 xn->xo 
(n—99, nsxXo，xX nx n= 1,2,:-), HH HR XF y 
的 函数 值 数列 { f(x 和) } 和 { f(x”,)}》 收 敛 于 不 同 的 二 数 ， 
即 可 判断 imf (x) 不 存在 ， 


plis 正明 画数 /(x)=sin 二 , 当 ー 0 时， 极限 不 存 


证 明 令 zn= ーー エニー-, Woglimx,- 0, 但 是 
各 十 T ris 


. 1 JI bd 1 ° A 
Sin Xn = sin AE dz Sin (nn+5) =- 1) , 
Jt 
nat 
2 
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当 n= ee 时 ，sin 过 的 极 展 不 存在 ， 由 海 因 定理 ， 当 x-* 0 时 


函数 f(x) = siny ! 的 极限 也 不 存在 . 


例 14 证 明 Lim ' EA 不 存在 


WEH BRAI t xz} = 


2 


{an}, WA limna =c; X I 


数列 dx) = { gr+ テ ーー ト 。 则 有 limx =°, HA 


f(x) = nT . 0, 所 以 
n 


limf( xt) = 0。 


1 
又 因为 f (xa) m EE uer" Y I 
nmi. (nz キテ ーー sin 
1 
cos し 
所 以 ie Gra ) "hme NE M m" 
(i ¿mt 十 二 - Dial 了 
I 
cos し 
zlim ms 
n-ee X 
nsin” "Ñ 1 
EN: SRM t55in sin, 
H 
Ee NUES 
zt0-0 aq i 
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e 


2 ” 求 数列 极限 
根据 海 因 定理 ， 和 欲求 数列 的 极限 ， 可 以 转化 为 求 函数 的 


例 15 Æ 1imzsin < 
f#l— e n 


nd. Xn 
B sin2x lim 2 .Sin2x _ っ 1-72. 
x») X vü x 
故 


! We 
limn sin— = 
f-o n 


3 求 函 数 极 限 | 

海 因 定理 告诉 我 们 ,如 果 已 知 函 数 F(x) 在 点 xu 的 极限 看 
在 ,欲求 此 极限 ,上 只要 适当 选取 一 数列 xn->xo(n->90)，x ,二 
xo， 求 出 数列 { f(xn) } 的 极限 便 是 逊 数 fx) 在 点 x, 的 极 
m. 

例 16 R limte, (020, om 


解 ”因为 ‘limogax 存在 ， 又 由 数列 极限 知 lim Ie ee 


= 0, 所 以 
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. logox 
jim 29862>_ 
X— 上 ぐら x 


评注 ”把 求 数 列 极 限 化 为 求 函 数 极 限 ， 就 给 求 数 列 极限 
开辟 了 广阔 的 天 地 。 这 是 因为 求 函 数 极 眼 可 以 有 多 种 方法 ， 
针对 不 同 函 数 的 特点 ， 可 以 利用 郴 数 的 连续 性 、 洛 比 塔 
( Hospitale ) 法 则 。 函 数 的 泰 劳 で Taylor ) 展开 式 等 ， 但 
也 应 该 明 岗 ， 并 不 是 任何 数列 极限 问题 都 能 化 为 函数 极限 问 
题 的 ， 例 如 ， 当 数列 的 通 项 本 身 呈 现 z 项 之 和 或 积 的 形 AUN 
就 不 能 按 海 因 定 理 转化 为 郴 数 的 极限 了 ， 


= 函数 的 连续 性 


1 连续 与 间断 的 概念 

函数 的 种 类 极为 复杂 ， 其 中 有 一 类 重要 的 函数 ， 叫 做 连 
续 函 数 。 研究 连 续 函 数 ， 无 论 从 理论 上 或 实际 应 用 上 讲 ， 都 
是 很 有 意义 的 。 函数 是 “连续 ”的 ， 从 图 形 上 看 就 是 沙 数 的 
图 象 是 一 条 连绵 不 断 的 曲线 ， 但 为 了 对 它 作 进一步 的 分 析 与 
研究 ， 还 必须 给 “连续 ”以 确切 的 定义 ， 

定义 6 “” 设 函 数 f(x) 在 xo 的 某 个 邻 域 内 有 定义 ， 且 

limf(x) = fixo), 


MRAR OER E. 

由 定义 可 知 ， 连 续 是 f(x) 在 x。 的 极限 值 等 于 函数 值 
(zo) 的 特殊 情 形 , 只 要 x 充分 接近 x。， f(x) 就 可 以 任意 接 
近 f(x。o)。 根 据 定义 6 ， 我 们 有 

limf(x)= f(limx) = f(x0) 


一 


$8 


仿 函 数 极 限 的 -6 定义 ， 亦 可 用 e-6 的 语言 改写 定义 6 为 

EXE’ 设 函 数 F(x) 在 xo 的 某 个 邻 域内 有 定义 ， 若 对 
任 给 的 正 数 :， 总 存在 某 一 个 正 数 6(x。o)" ,使 得 当 |x x, |< 
lxo Rt, A 

[f(x) —- f(x )[| «e, 

V SR EIC f CXO YER x 3E. 

我 们 还 可 以 用 增 量 的 形式 给 出 函数 f(x) 在 点 x。 连续 的 
定义 ， 

设 Jx = x — xo (Ax 可 能 是 正 数 也 可 能 是 负数 )， 称 为 
R 変量 x。 的 増量 . 那么 ，x xot Ax. 

设 Iy=f(x) -f(x。o)， 称 为 函数 y 在 x mH, 
WU Ay=f(x)- f(x6)=f xo +Z Íx)- f(xo)=y- ys. 

定义 6” 设 函 数 f(x) 在 x。 的 某 个 邻 域内 有 定义 ， 如 果 


him プッ = 0, 
Ax っ 6 


则 称 函 数 F(x) 在 点 xo 连 续 ， 

定义 6 Hih, WRAK OOE ER, MWA, REA 
变量 相对 于 x6 的 变化 充分 小 ， 函 数值 相对 于 f(x。) 的 变化 也 
可 以 任意 小 ， 这 正 是 连续 函数 的 特性 . 

客观 物理 过 程 没 有 只 在 一 点 连续 的 情形 ， 因 此 ， 我 们 还 
要 引进 函数 在 一 个 区 间 上 连续 的 概念 。 若 函数 j(x) 在 区 间 
Cab) RCo, bI ER- ARMER, MERS) K 
Cab) X Ca,b ] 上 是 连续 的 , 对 于 区 间 端 点 上 的 连续 性 ， 
要 按 左 、 右 连续 来 确定 ， 

* ”一 般 说 来 ， 正 数 5 与 Yo 有 关 ， 因 而 表示 为 ?3 (xa). FII 

会 看 到 ，8 是 否 与 xo。 有 关 ， 将 造成 连续 函数 性 质 上 的 重大 差异 . 
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定义 7 若 f(xo-0)=AFxo)， 则 称 画 数 f(x) 在 后 
xo 左 连续 。 车 f(xo+ 0 ) = 了 (xo)， 则 称 函 数 1(x) 在 点 x6 右 
连续 ， 
根据 定义 7 与 本 节 定 理 1 ， 立 即 有 
定理 4 郴 数 fx) 在 点 x* 连 续 的 充 要 条 件 是 ， 
f(x - 0)=fj(xo)= f(x + 0). 
例 17 证 明 f(x)=a"(a>0 )， 在 任何 点 上 都 连续 . 
证 明 任 取 一 点 xu， 
| ブッ | = |g***4* 2 g*e| = qx" | Ax — 1 |, 
由 于 a*" 是 确定 的 常数 ， 所 以 上 只 须 证 明 当 人 Jx-> 0 hF, a 
1 就 可 以 了 ， 
在 本 节 中 已 证 得 ilma” = 1. 亦 即 ， 当 4x—> 0 时， 


ga “> 1, BiU, 当 ブ ァ ー 0B, ブッ ー0. 

由 定 又 6" 知 , f(x)-2a*, (a>0 )， 在 点 x, 连 续 ， 
但 由 于 x 6。 的 任意 性 ， 可 知 f(x) =a”*(a>> 0)， 在 任何 点 上 
都 连续 ， 即 在 〈 - co，+ eo ) 上 连续 ， 

同样 ,根据 我 们 已 证 明 的 ,lim sinx=sinxo,limcosx= 


cosx。， 按 定义 6 可 知 正弦 函数 、 余 纹 丽 数 在 ( o, +o) 
上 连续 。 


sinx m 
例 18 ”讨论 函数 f(x)= x 在 点 x。=0 
1 x= 0 
的 连续 性 ， 


解 因为 limf(x)=lim SH =1=f(0), 
X— t っ 0 t x f 
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limf(x) = lim 9. = 1 =f(0), 
所 以 函数 (x) 在 点 x。= 0 既是 左 连续 又 是 右 连 续 ， 故 函数 
f(x) 在 点 xo = 0 连续 ， 
由 前 面 的 叙述 可 以 看 出 ， 也 数 /(x) 在 点 x。 连续 ， 必须 
且 只 须 满足 两 个 条 件 ， 第 一 ,f(x) 在 x 的 极限 存在 ; 第 二 ， 
fex HEX BlimfG0 7 f(xo)。 这 两 个 条 件 中 的 任何 


一 个 被 破坏 ， 都 势必 造成 这 样 一 种 情况 ， 不管 自 变 量 的 变化 
有 多 小 ， 函 数值 的 变化 不 能 任意 小 。 这 就 是 说 ,f(x) 在 点 x。 
不 连续 ， 我 们 称 之 为 Kx) 在 xo 间 断 。xo 称 为 f(x) 的 间 汤 点 
或 不 连续 点 。 | 

”函数 在 xo 的 间 斯 分 为 两 种 情况 、 如 果 仅 是 上 述 第 二 个 
条 件 不 满足 ， 那 么 只 要 我 们 补充 xo 点 的 定义 〈 在 f(xo) 不 存 
在 时 ) 或 政 変 画数 在 x。 的 値 ( 在 /(x。) 存 在 , I jim が xy) キ 


f(x。) 时 )， 使 得 f(x。) = Himf(x)， 这 时 得 到 一 个 新 的 函数 ， 
它 在 点 x, 连 续 ， 且 与 (x) 的 不 同 仅 在 于 一 个 点 x, 的 函数 


值 ， 显 然 这 桩 的 间断 函数 /xzx) 与 连续 函数 本 质 上 没有 乡 大 区 
3n. 我 们 把 这 种 间断 点 xo 称 为 可 去 间断 点 。 


pilo 函数 1/(x) = ，limf(x)= 1 (B fC0 8⁄4 


x 


定义 ， 所 以 (x) 在 x。= 0 同 断 。 但 定 又 が 0 )=1, KA 


# ‘Sinx "A 

ーー x 
f(x)=; x Ta 

L 1 x= 0 
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就 在 x。 = 0 EET. 


1 xsin 1 x >= 0 
例 20 图 数 f(x)= | ili limf(x) = 0 
| 3 uuo. va 
但 7( 0 ) = 3, 両者 不 等 , 所 以 (x) 在 *。= 0 同 断 。 但 改変 
が x) 在 x。 = 0 的 定义 ， 使 が 0)= 0, WI 
( xsin 一 x 0 
\ 0 x= 0. 
就 在 x。= 0 连续 了 。 
如 果 上 述 第 一 个 条 件 被 破坏 ， 这 样 的 间断 函数 与 连续 函 
数 有 本 原 的 区 別 . 在 x。 点 两 边 , 其 函数 值 的 变化 或 有 一 个 跳 
跃 ， 或 不 停 地 振荡 ， 总 之 ， 不 可 能 采用 例 19、 例 20 的 办 法 使 
其 连续 ， 这 种 间断 点 称 为 不 可 去 的 。 


1 x >o 
例 21 符号 函数 sgnx= 0 x=0 limf(x)=1, 
cei x«0, ° 


limf(x) = - 1, 両者 不 等 , 所 以 Himj(x) 不 站 在 ， f(x) 在 
Xx 


Xe= 0 同 断 且 x。= 0 不 可 去 。 
1 


例 22 mU f(x)= EN adi limf(x) = co, 
00 — x20, 9 
但 不 能 定义 f( 0 ) = ,f(x) 在 x。= 0 间断 县 *。=0 不 可 去 。 
例 23 函数 GO = sin 二 ， 在 x。= 0 的 左 、 右 极限 都 不 
存在 ， 其 函数 值 永 远 振 落 于 一 1 与 1 之 间 ，jf(x) 在 x。= 0 
92 


[BJ B x o = 0 不 可 去 。 

2 连续 函数 的 性 质 和 初等 冰 数 的 连续 性 

函数 的 连续 性 与 极限 密切 相关 ， 因 此 有 关 函 数 极 限 的 许 
多 性 质 ， 都 可 以 移 到 连续 函数 中 来 。 首 先 ， 极 限 四 则 运算 定 
理 反映 在 连续 函数 上 就 是 下 述 定 理 

定理 5 (连续 函数 四 则 运算 ) 车 、 f(x)、g(x) 在 点 x。 
1 ox)./( 々 )・g()。 Le (这 里 g(x。) 


A 0 ) 在 点 x, 也 连续 .、 
为 了 下 面 的 讨论 ， 我 们 还 需要 
定理 6 (HARRER) PKA y=flu) Eiu, 
连续 ， u= g(xX) 在 上 Yo 连续 ， H z。 = の (を 。), 则 复合 函数 
figp(x)J 在 点 xo。 连 续 ， 
证 明 由 于 f(w) 在 点 u, 连 续 ， 所 以 对 任 给 620, AME 
在 某 一 个 6(xo)> 0 , 当 lu - u| <lu) ht, 有 
|f(u) - flua) で 5。 
再 由 wo = (xs) 及 ゅ = p(x) 在 点 x 的 连续 性 ,对 上 述 6(10) 
0, 总 存在 某 一 个 n(xo) 这 > 0， 当 |x 一 x。,| 之 n(x。o) 时 , fU 
[g(x) 7 g( xl = lu- us] Qu. 
可 见 ， 对 任 给 的 正 数 e， 存 在 7(xv)>0， 只 要 |x-xo|< 
nx), EA 
If CgC(x23 - fCgGx 2] « e, 
Bl fL gp x) EX x 3&8. 
根据 连续 性 定义 ， 它 的 结论 可 简洁 地 写成 ， 
lim/CeGoL = J(limo(x))= ftglimx)2 


-fCoCXGq)3, 
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例 21 E limcos(e"”- e), 
x=] 


解 ” 由 于 cos(e* -e) 可 看 作 cosu Su-e*- e B A PR 
数 , HR uze” -e 在 点 x= 1 连续 ， 其 函数 值 为 0 。 函数 
cosz 在 = 0 也 连续 ， 故 有 


limcos(e* -e)-cos(lim(e"*-e)J-cos0 = 1, 
x>] d Xx] 


定理 7 (RAZER) 若 画 数 が x) 在 [og、5] 上 
严格 递增 〈 减 ) 且 连 续 ， 则 其 反 函 数 广 !(x) 在 相应 的 定义 
Cf Ca) f(02CCf G0 Fo) 上 连续 ， 

iE BÀ JA B 

利用 极限 定义 及 上 面 的 几 个 结论 ， 就 可 以 证 明基 本 初等 
HA AKA, ZARA, MARKA, AAA R 
数 ) 在 它们 的 定义 域内 都 是 连续 的 。 

1) 三 角 函 数 的 连续 性 

我 们 已 证 F(x)= sinx 在 ( —co, +oo ) 内 连续 ， 而 y= 


cosx 可 以 看 作 是 两 个 连续 函数 y= sinul u= x っ 的 复 合 


函数 ， 所 以 是 连续 的 ， 至 于 tgx、ctgx 可 以 写成 两 连续 函数 
的 商 


sinx cosx 
tgx= ———, ctgx = — Š 
COS X sinx 


由 定理 5， 它 们 在 其 定义 域内 是 连续 的 ， 
2) 反 三 角 阔 数 的 连续 性 


因为 y= sinx 在 [ -于 、 于 | 上 是 严格 递增 且 连 续 的 ， 由 
定理 7 可 知 ， 它 的 反 函 数 y = arcsinx 在 [- 1 、1 ] 上 连续 ， 
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同 理 可 以 说 阴 其 它 凤 三 角 函 数 在 其 定义 域内 也 连续 . 

3) 指数 函数 y=a“ta>0) 在 (- ceo，co) 上 连续 ， 已 
被 证 明 过 ， | 

4) 対数 函数 y= logax 的 连续 性 

Xalk}, y= logox 是 严格 递增 的 连续 函数 y = a" (a 
DORRA, MAy=logaxla>1) E0, œ) 上 连续 ， 


当 0 <o<1 时 ， 令 o= 言 ， 这 时 5>>1, 于 是 ,iogox= 


~1logpxX， 从 而 易 知 y-logax CO ac 1 ) 在 (0，eo) 
上 连续 ， 

5) HW = x" 的 连续 性 ， 

因为 y = x* = e* lnx 是 两 个 连续 函数 y= a", u= alnx 的 
复合 函数 ， 由 复合 函数 连续 性 定理 知道 y= x" 在 (0 , eo) 上 

综 上 所 述 ， 我 们 得 知 ， | 

一 切 基本 初等 函数 在 其 定义 域内 是 连续 的 ， 

我 们 把 基本 初等 函数 及 一 些 常 数 经 过 有 限 次 四 则 运算 、 
复合 运算 与 取 反 函数 所 得 到 的 函数 统称 为 初等 函数 。 从 而 又 
得 到 ， | 5 
定理 8 —(ERIISEISUE T IDE XUREI IE 

初等 函数 是 最 常见 的 一 类 函数 ， 因 而 定理 8 的 重要 性 是 
很 明显 的 . 

š 有 闭 区 间 上 连续 秒 数 的 性 质 

闭 区 间 上 的 连续 函数 有 一 些 重要 性 质 ， 这 些 性 质 在 数学 
分 析 中 经 常用 到 ， 其 证 明 方 法 也 具有 典型 意义 ， 央 此 要 深入 
地 理解 它们 ， 
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定理 9 (整体 有 界 性 ) 车 函数 f(x) 在 闭 区 间 Ca、6b2 上 
连续 ， 则 f(x) 在 Ca、，、b ] 上 有 界 . 

证 明 用 反 证 法 ， 假 设 孙 数 /(x) 在 闭 区 间 [a、b 2. EX 
界 ， 那 么 对 每 一 自然 数 %?， 在 [a、b J 上 必 可 找到 一 点 xn 
使 得 |/(x,)|2>n, 取 ヵ = 1, 2, 3, …。 得 到 一 有 界 点 列 
{xn}, J9$HlfCOxiDID mn, Blf( x 0—99(n—99), 

HF xn) 92, 根 据 $ 4 定理 5, 有 收敛 子 列 xn x 
C 4799 ) , ， 此 处 x 是 属于 5C a, b 了 的 ， 

XLBIT f (x) 09 (17999) , AA f(x, )- 99 Ch 09). 

但 由 已 知 条 件 ， 函数 7/(x) EC a, b) LEZ, dk 
limf(x) = f(xo). M xn x Ch--99) , BE 名 由 海 因 定 


理 就 有 


limf (xn, )= limf(x) = fI», 


这 样 我 们 获得 的 两 个 结果 F(xw ) moo Demo) Ref Gea ) 
f(x) (h-99) JE EAHZP JE By. ALIE WE, f(x TEC a、b ] 
上 必须 有 界 ， 

定理 中 的 区 间 要 求 闭 区 间 这 件 事 是 重要 的 ， 如 果 不 是 闭 
区 间 ， 有 界 性 可 能 不 成 立 。 例 如 函数 


f(x) =+ 
在 半 开 区 间 ( 0, 1) 是 连续 的 ， 但 当 充分 接近 0 时 ， 函 
数值 二 可 以 任意 大 ， 这 说 明 不 是 闭 区 间 上 的 连续 函数 ， 虽 然 


在 各 点 局部 有 界 , 介在 整体 上 不 一 定 有 界 . 
定理 10 (最大 、 最 小 債 定理 ) FKA) EA KA 
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Ca, b) 上 连续 ， 则 /fx) 在 [aa,5]. 上 有 最 大 值 与 最 小 值 。 
这 定理 是 说 ， 只 要 函数 (x) 看 闭 区 间 Ca, b) 上 连续 ， 
在 Ca、b 3 上 至 少 存 在 两 个 点 x!，x:, 使 得 
f(x i)= max f(x), f(x?» min f(x). 


a < x< a< x< 
由 上 面 的 定理 9 可 知 ,函数 F(x ) 在 闭 区 间 ( a.5 〕 上 有 界 ， 即 
満足 不等式 cxS5 的 一 切 x 所 组 成 的 消 数 值 集 合 { f(x)} 
是 有 界 的 。 由 确 界 存在 定理 ， 集 合 { f(x) } AE TMF, 
分 别 以 M、m 表 之 ,定理 中 所 说 的 最 大 值 与 最 小 值 ， 也 就 是 
要 我 们 在 闭 区 间 Ca, b) ERKA, xz, 使 得 
M =f(x i)=sup(fox)]), m=f(x,)=inf( 7(x) } 。 


a< xx. b ax xs 
证 明 由 定 理 9 知 , /(x)f#E Ca, b) 上 有 界 ， 从 而 有 


上 确 界 MM 及 下 确 界 m. 现 在 证 明 f(%x) 有 最 大 值 ， 亦 即 在 Ca、b) 


上 存在 一 点 xo 使 /(x。) = M。 按 上 确 界定 义 ， 对 = 一 


"^n 

(n-1, 2, 3° NIE TEB xa € Ca, b2(n-1,2,3,7). 
使 得 | 

M - Efi «M, 
从 而 

limf(xx) = M, 
HF {xn AR, 由 § 4 定理 5, AU WESCE xn, } ， 
Xn, *Xo€ta, bb 一 co)， 于 是 根据 子 列 的 性 质 ， 有 

limf(xs )- M. 
P3 f AO YE FR x ER, Bllimf(x) = f(x), 那么 由 海 因 定 
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理 便 有 
M -lim/f( xg )=limf(x)= f (xs), 
あっ つら k X-*X0 


故 存 在 xuE[Cc，25]，F(xo) 为 函数 fx) 的 最 大 值 。 

mjsEn[üE, #x.C(a, b), 使 f(x,)=m， 

定理 中 所 指 的 区 间 是 闭 区 间 ， 函 数 是 连续 函数 ， 是 极为 
重要 的 ， 否 则 命题 不 成 立 ， 

例如 函数 1(x) = x 在 开 区 间 ( 0 ，1 ) EEZ, BRA 
上 确 界 1， 下 确 界 0， 但 f(x) 在 ( 0，1 ) 内 达 不 到 上 、 下 
MR, /(x) 在 ( 0, 1 ) 内 没有 最 大 值 与 最 小 值 . 


—x+1 0 <x<1 
| | TŠ 1<x<2, 
d 。 soa 在 闭 区 间 [ 0 ，2 ) 上 有 间断 点 
tj | Xal x=1, 它 在 [0，2 ] 上 既 没 有 最 大 


ー パ ナ 3 je 
` w 值 ， 也 没有 最 小 值 (图 5—12). 
定理 11( 介 值 定 理 ) 设 函 
数 f(x) 在 闭 区 间 Ca, b) EX 
T &, 日 f(a) 二 f(b)， 车 c 是 介 于 
B5 一 12 fla) 与 が 5) 之 间 的 任何 实数 
( f(a)<c< f(b) R f(a)>c> 
f/(b)), ， 则 在 Ca、b ) 内 至 少 可 找到 -一 点 x。， 使 得 
fixe) =c 
为 了 证 明 此 定理 ， 先 来 证 明 它 的 一 个 特殊 情形 ， 叫 做 根 
的 存在 定理 
BRAR OERKE Ca, b) Ex ,Hf(Ga)5S fos 
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5 CBlfCca)f(b)« 0 )， 则 在 (a，b ) 内 至 少 可 找到 一 点 
Xo» 使 得 
f(x 4)= 0. 

几何 意义 是 ， 有 一 段 连续 有 曲线 4， 在 闭 区 交 两 个 端点 
的 图 象 分 居于 x 轴 的 两 侧 ， 则 这 
连续 曲线 至 少 与 x BU LAE 一 次 
(图 5 一 13 ) 。 

证 明 用 区 间 套 定理 。 为 确 
定 起 见 ,不 妨 设 1(c)< 0 ご が 5). 


a+b 
9 , 


把 Ca 5J 二 等 分 , 分 点 ァ , EE 


. i 几 5 一 13 

# f(x1)= 0, 则 和 定理 成 立 ; 车 /(*,) キ 0 ,有 两 种 情形 , 当 
fxi)>>0 时 ， 取 左 半 区 间 为 Cacl、b J; 34/(x )< 0 H, 
BUR 2E EE 18] 29 (ai, bi). 总 之 ， WAKE Cai, b, 〕 有 


(cg」) ぐ 0 之 f(b1). 再 将 [ui ,1 二 等 分 ,分 点 x， Du, 


车 f(x;)= 0, 则 定理 得 证 ， 否则 可 取 [ ai， b, ] 的 一 半 得 
Ca, b ]， 并 且 Fc:)<0<<F0，)。 这 样 继 续 下 去 ,只 会 
磁 到 两 种 可 能 的 情况 : 

D 进行 有 限 次 后 ， 在 某 分 点 处 函数 值 为 零 ， 则 定理 得 
TE, 

2) 每 一 次 的 分 点 函数 值 不 为 零 ， 若 如 此 ， 可 把 程序 无 
限 延 续 下 去 ， 得 一 列 闭 区 间 

Cab], Cai,b1J, Cas,b52J, + UC se 
它 有 两 个 性 质 ， 

(í) [og,6] つ Ce sbi Dla: sb) D Dlan, bn) Ef 
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Hf(a,)0«f(b,) (n= 1, 2, 2, 
(11) = n— cob, 5。ーgs ニ ーー 0 


于 是 由 区 间 套 定理 ,存在 唯一 的 点 x。 属 于 上 述 每 个 闭 区 间 ， 
由 于 f(an) 与 f(bn) 总 是 异 号 ， Hanr>x,ı, bg-* x4 (n>), 
而 f(x) 在 x, 又 连续 。 fEfla,)< 0 ご (54) 中 , A n9, BR 
WEB, Axio 0 f(x), ñkf(x )= 018. 
下 面 对 介 值 定理 给 以 证 明 : 
作 一 个 辅助 沿 数 
g(x)- fix)-c, 
由子 が *) 在 [ a, b J) Fë t, nf dE Ap(x) TECa,b 2 E ë 
5k, Hg(a) -f(a) -c, o(b) = f(b) 一 c, 因 c 在 7(o ) 与 7(6 ) 
之 间 ， 所 以 gp (a) 与 w(b) 异 号 ， 由 根 的 存在 定理 ， 在 a 与 5 之 
间 至 少 可 找到 一 点 x。， 使 p(xo)= 0， 或 f(xo)-c=0， 
即 f(xo)=c。 于 是 介 和 值 定理 得 证 ， 
下 面 讨 论 一 致 连续 性 ， | 
先 看 例子 。/(x)=x: 在 (1，2 ) 上 连续 ， 这 意味 着 任 
给 e>0, 対 任意 的 x。E(1,2 ), B Ó(X)0»0, RE 
|x- xol &CGx 0 , ER 1x? — xol «e. BERADA 
Ix*-xil 2 Ix * xollx — xol 
<(|x]+|x,|)]x- x, | sa n 


所 以 ， 只 须 取 SC(x。) = テッ RALL? -xil RIER, 
这 里 的 6(x。) = 才 与 x。 并 没有 关系 ， 对 任 给 的 es> 0 ， 是 


对 任何 x。E(1。 2 ) 都 适合 的 sS， 换 言 之 ， RERS, 
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就 对 (《 1 ， 2 ) 中 的 任何 x。 一 致 成立 、 |*-。| ぐ の 时 ， 
|x2 = xil <s。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 就 说 呆 数 的 连续 性 是 一 
致 的 或 均匀 的 ， 

但 是 6 与 x ,无 关 这 件 事 并 不 是 对 任何 连续 函数 都 成 立 . 
我 们 看 定义 在 [ 1，+%) 上 的 连续 函数 1(x)= x:， 现 在 任 
ide 0 ， 是 否 存在 一 个 正 数 6， 能 够 对 C 1，+co ) 上 的 任 
何 x,。， 都 满足 只 要 |x - xo|<6， 便 有 |x: -xi <e? 我 
们 说 这 样 的 6 不 存在 ， 因 为 要 

x = i I = el 


=(x+xo )|x- x| <e, 


必须 1x -~ x Ll マーー。 送 叉 必須 8 ぶ ーー,。 即 
X 十 Ya X0 Xp 


x < FL 因而 对 大 于 广 的 x。， 这 个 6 就 不 能 用 了 . 事实 


E, HË 5 一 14 可 以 看 出 ， 対局 一 條 g 0， 随 着 x, 越 来 越 
大 ，6 必 须 越 来 越 小 ，6 是 与 x, 有 关 的 。 在 这 种 情况 下 , 我 们 
说 函数 的 连续 性 是 不 一 致 或 不 均匀 的 。 


一 致 连续 是 一 种 更 强 的 连续 性 。 一 致 连续 的 函数 育 着 比 
一 般 的 连续 函数 更 好 的 性 质 ， 例 如 

Ci) 定义 在 有 限 区 间 上 的 一 致 连续 函数 可 以 分 成 阶段 
来 估计 其 函数 值 ， 而 在 每 一 个 阶段 上 函数 的 变化 可 以 小 于 事 
先 给 定 的 e 0. 也 就 是 说 ， 一 个 有 限 区 间 上 的 一 致 连续 函 
数 ， 根 据 任 意 给 定 的 误差 上限 e> 0, 必 可 找到 一 个 N ,将 此 区 
周 分 成 パ 等 分 , 设 其 分 成 为 x 1 ,Xs，… ,XN， 然后 依 f xD, 
f(x2),，…，f(xn) 作 一 个 阶梯 函数 ， 用 这 个 阶梯 函数 来 腺 
近 原 来 函数 1(x)， 其 误差 不 超过 :， 但 连续 而 非 一 致 连续 的 
KARETAK ARA” 图 5 一 15 )， 

Gi) 我 们 知道 在 开 区 间 (c，b) 内 连续 的 函 数 在 a 点 的 
者 极限 与 5 点 的 左 极限 不 一 定 存在 ， 但 可 以 证 明 在 (oa, b) 
内 一 致 连续 的 泗 数 在 a 点 的 右 极限 与 5 点 的 左 极限 都 存在 . 

(iii) EREKE Ca, b) 内 连续 的 函数 不 一 定 有 界 。 
IB fE Ca, b) 内 一 致 连续 的 函数 却 有 界 . 

事实 上 ， 取 eo。 1 ， 必 有 NN， 对 于 x , x”€ (a, b), 


且 当 x-a" < T, 有 


|f/(x”)—f(x”)|<=,= 1, 
对 于 (c， DRN 等 分 点 *,, X2» "^ XN» 取 
M 2» max ( f(x)», f(x), …。 fixi) b, 
m-min { f(x1), f(xiD, … げ (yr) 】 , 
BAR, 対 任意 x と (cg, D, VA 
カー 1 <f(x)<M + 1 
Amf(x)# Ca, b) 内 有 界 得 证 ， 
由 此 可 见 ， 讨 论 函 数 的 一 致 连续 性 是 有 意义 的 ， 首 先 我 
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们 给 出 

X8 设 函 数 Ax) 定 义 于 区 间 1 上 ,如 果 对 任 给 的 正 
He ,都 可 找到 一 个 仅 与 有 关 的 6>> 0 、 使 得 I 上 的 任意 两 后 
Xis X2, RHXEIxi—-xil«ó, 便 有 

HfCxi = f(éx 90 | e, 

则 称 函 数 fx) 在 工 上 是 一 致 连续 的 。 

定理 12 (RHEE) WKC, bJ 芋 的 连续 函数 
f x) fECa, b 3 上 一 臻 连续， 

证 明 设 x, 是 闭 区 间 [ a, b) 上 的 任 一 点 ， 因 为 函数 
f(x) 在 点 x, 连 续 ， 所 以 对 任 给 的 :之 0 , 必 有 9(x。) 存 在 , 使 


当 |x cx | cS 时， 有 
If G0 7 f(x )| <— 


因此 , Rx, x a AE IX. [B] (x, - SU, x Uta?) 内 并 


WC üs b) 的 任意 两 点 ， 则 
fr) f(x ,)] = が yz2) -fixo + f(x o) - f(éx1)0] 


<|f(x,)-f(x4)] +Í] f(x) ACG air Fe 
下 面 我 们 对 区 间 Ca,b ] 上 每 一 点 x 都 进行 这 样 的 作法 ， 
即 每 一 个 x 都 相应 地 有 一 个 开 区 间 ( x 一 900), 


使 得 该 区 间 内 的 任意 两 点 x;，x:*， 都 有 
IJCx 42 {lx «e. 
ÓCx) 


MEREK AR SE DRE IC USE ( x- S, x 90) 
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中 的 任意 两 点 xl， X 2» 更 有 
|f(x:)- xi)| «s. 
Å ' f O( x) O( x) 
显然 ， 这 些 开 区 间 集 ( (x 909. , x 900) } 一 定 盖 
住 了 整个 区 间 [ co，5 ] 。 根 据 有 限 覆 盖 定 理 ， 从 这 WKH 
中 必 可 选 出 有 限 个 也 能 盖 住 Cc , 5J, 不 妨 设 这 有 限 个 区 间 为 


Z ， = "ee x | + Ua), 


= (a xat AEn, 


4 yaaa Se sav es, Sn), Ma o. 
下 面 我 们 来 证 明 ， 对 [ a, 5 ] 上 任意 两 点 x, x。, AE 
|x; 一 x1 | 过 6 时 ， 就 有 
(f(x;,)— f(x Dd] «s, 
HAA GER. 3 pA TEB 4 i, uoc dan 的 


一 个 ， 不 妨 设 x1E€ (xm - SER, ç, + ml (msn), 
从 而 有 

| Xi Xm |«9 €), 
XB 

|w; xml 2lxa- xit xi— ml xs — xil 


*tixi-7xmi«ó + lem? < amd, 
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这 表明 只 要 x1 属 于 LA Hixs;-xil«ó, MIERDA: + X 18] 
(xw - SG, qu + )， 由 于 x1 与 xs 都 属于 区 间 


( Xm xm), m+ SGn?), TJÉ 


(を 。) — flx) l <<. 
这 说 明 对 [5 a, b 1 上 的 任意 两 点 x xi, Xi, 只 要 满足 
|x 27 xil <8, RA 
I( げ z 2) — f(x) <e 
成 立 。 故 在 闭 区 间 上 连续 的 函数 必 一 致 连续 ， 
对 于 定义 域 不 是 闭 区 间 的 连续 虹 数 ， 它 是 否 在 其 定义 域 
上 一 致 连续 呢 ? 这 需要 对 具体 的 问题 进行 具体 的 分 析 ， 
例 25 IER C) =v x 在 区 间 ( 1 ，+ 0o) 内 一 致 连续 ， 
证 明 ië 


KERES が 2)1 = ンー ジミー Z sl. 


«xi 7 xi e BIR, REIES IJ e Mi= e, x, x 
<6 时 ， 有 

|f(x1)- flx) <. 
故 f(x) = ZX 在 区 同 ( 1, + so ) 内 一 致 连续 . 


例 26 证 明 f(x) -sinldE CO, 10 内 不 一 致 连续 ， 


证 明 取 
. xn — 1 N ` 


zt m 
2 mE 3 
2na 2 2na 2 


Wf Gm -fixmnDl-211-C-Dl- 2, 但 因为 当 z->co 有 时 ， 
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/ | — m 
xn- xh xx cpu Ee 
ån? n? - — 
4 


所 以 对 于 任 给 的 0<e< 2 ， 不 论 取 多 么 小 的 6> 0， 


只 要 n 充 分 大 ， RABA xn- xs#|l<6， 但 是 
|f(xz)— f(>x>s)| = 2>e. 


所 以 f(x) = sin 一 在 ( 0 1 ) 内 不 一 致 连续 ， 
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S6 证 明 极 限 与 求 
极限 的 奉 干 方法 


一 ”上 怎样 用 极限 定义 证 明 极 限 
例 1 正明 im が 。 = 1 (a> 0). 


证 法 1 G) 当 4 之 1 时 ， 因 为 
(n 一 1) 个 


-w — 


imm Eo ss 十 + soe 十 十 
A/ — Va 人 


(n-D4 


所 以 , Sk 
|a -1| 2 Va - je en. 1 
p EO 
n n 


RE n>”. FÆ, RN =| で |, WA, ER>, 存在 
W=[ う | Mn NB, 有 | | 


lVa-1l«e. 
Gi 当 0<a< 1 时 ， 因 为 
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*9 * a. 


A Ee 
Ya eai .1...1 : 


Dolo d a 

P + 1 Tor 1 3 tn 1), 

(n—1)^f -一 一 一 一 

( ヵ ー1) 信 
Bru, ade 
IVa-1121-Va =1- Ma 
" l-a 1 
"T — < 1. 
a 

Le, 


只 要 >l , peo -(-1-) 82, tte» o, 


存在 /V = (à " Mn-NWB, 有 
IVa - 1 |<, 
FEAOG), GDfS 
ling = 1 (a0). 
证 法 2 G) 34 42 1BF, BUS Bernoulli ) 不 
等 式 的 特例 Ca- 1 こう ーー う ) 知 。 S 


IVa - 1[|= Xa -1< $C ec, 
RE s. FÈ, RN= [£], WA, EM em 0 存在 


N -[9), 当 n»n, 有 
E 
IVa - 1 [<ë, 
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Gi) 340-Ca- lB, 根据 等 式 
(1-93 ) (1 ーッ E T3 T5» ty"), 


ES 一 一 站 
n e 一 1 一 " 一 -<— 
KIVE- 1151- Va =a Sw mi 


= (1-a)Va. iste, 


na na 


只 要 s»[2—]. 于 是 ， 取 N =[- 上 那么 , 任 给 e>0， 


存在 N =| 一 ]， 当 n>N 时 ， 有 
IVa - 11 べ ec。 

eG, GDA 
limAa = 1 €a»02). 


Gii) 当 0<g ご 1 時, ja! 1, Hi GS 


所 以 , XHESe 0, 存在 W, n NBI, A 

IVa! - 1l«&e, 
双対 任 何 正 整数 ヵ , Vac! >1， 从 而 ， 对 任 给 s* 之 0， 存在 
N, “n> NB, A 


Eo us 和 1 -Na 
NEE, A 
SW T €t 


综合 (i)，(ii) 得 
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lin/a71€(a70) 


noo 


说 明 采用 这 样 几 种 证 法 ， 无非 是 想 告 诉 大 家 ， 用 极限 
定义 证 明 极 限 ， 方 法 很 多 ， 只 要 论证 合理 ， 便 能 殊途同归 , 
同时 容易 看 出 ， 不 论 是 那 种 证 法 ， 它 们 的 出 发 点 都 相同 ， 日 
标 也 一 致 ， 都 是 由 | Ma - 1 | 起 歩 , 借 不 等 式 性 原 之 助 , E 
用 逐次 放大 不 等 式 的 办 法 ， 最 后 由 给 定 的 e ,找到 相应 的 六 。 
为 什么 能 采用 放大 不 等 式 的 方法 呢 ? 这 是 由 定义 的 特点 所 决 
定 的 。 定 义 只 要 求 对 事先 给 定 的 存在 一 个 相应 的 ， 至 于 
NM 到底 多 么 大 则 无 关 紧要 。 从 此 例 可 以 明显 看 出 ， 对 同一 个 
?采取 不 同 的 方法 找到 的 W 可 能 不 相同 。 

例 2 试 证 limM wn = 1. 


证 明 SN n= l tam, 当 n 1 时 ， 有 


| 
n-( 1+ an) = 之 ， CË ab C eg = n(n— 1)as, 
Pe-0 


即 ーー 
a n. —. 
== | 

因此 , SHE LU n- 11= n c 1 = a < /2 <<. 
只 要 n TRRN- [S A. Aem 0 ， 存 在 N， 
X82 NB, 有 

IV n-1l«e, 
所 以 


mA n = Ls 
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说 明 这 是 逐次 放大 不 等 式 的 又 一 个 例子 .在 此 例 的 讨 
论 中 ， 我 们 利用 二 项 式 定理 建立 了 一 个 不 等 式 。 其 实 利用 此 
定理 可 以 建立 很 多 不 等 式 ， 在 极限 证 明 中 十 分 有 用 ， 项 读者 
特 加 注意 . 

为 外 在 本 例 的 证 明 过 程 中 曾 假 定 n ニ 1 , ， 这 种 预先 约定 
的 办 法 ， 在 极限 证 明 题 中 常 采用 。 人 们 自然 要 问 ， 这 样 作 是 
FRE? 回答 是 肯定 的 。 因 为 |X/ n - 1 | ぐ e 是 在 极限 过 程 
进行 到 足够 晚 一 一 对 数列 而 言 就 是 其 下 标 n 足够 大 时 实现 就 
fi, 既然 这 样 ， 我 们 当然 可 以 预先 假定 极 痕 过 程 已 经 进行 到 
一 个 适当 的 程度 ， 也 就 是 说 n 已 经 大 过 某 个 数 ( 例如 本 例 中 


的 1 ) ， 以 此 为 前 提 展 开 我 们 的 讨论 ， 最 后 又 得 到 n [à] 
時 。 有 | - 11<e。 显 然 此 不 等 式 是 在 条 件 ヵ 1 fn 
[ 言 ] 都 满足 的 前 提 下 ， 这 就 必须 取 N = max { 1 [2)) 
(当然 , ANEDE, 所 以 在 这 里 只 须 简单 地 取 N =| 計 |). 


WS dilm-5.-1, 


zti 2 
证 明 考察 
-r-t (2x +1)(x—~1) 
x-1 2(x * 1) 
"aie d 
因为 x-> 1, 不 妨 優 定 x> OB. Ix- 11-1, AM, 欲 便 
s =s nb Kissa IE -i€|x -1|€e, 
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上 内 要 取 9=min{ 1 , e), WA, f£2556»20, 存在 9= min 
{ j e}, 当 0 < く |x- 1 |<6 时 ， 有 


x. 。 よ 
故 
lim- = 1。 
X>) x t 


说 明 关于 函数 极限 的 证 明 ， 其 思想 方法 与 数列 极限 的 
情况 类 似 .有 时 也 需要 “预先 约定 ”, 也 需要 “适当 放大 ”。 
例 4 证 明 ( 柯 西 定理 ) #limxs =a, HM 
X170 X: t t x. 


lm— = a, 
他 一 so n 


证 明 首先 考虑 a= 0 的 情況 . 
因为 xn 一 0 (n9), 所 以 , 任 给 e20, 存在 /V。, 
3n N Bj, # 


<=, 
T£ `4n> N ,时 ， # 


| ixi mtn c dxit xs tn + ayl 
BUTS EMEN s 


Xn 


n n 


+ xnorit e+ xn| 
n 


«dxitxicten t rol [xw + 1 | t … 司 | 区 | 
n n 

< dxictxsten Xxol | (n- No)e 
n 2n 
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[xi xa +° xol. p 
a (1) 


又 因为 |x i + x, キツイ pql 是 定数 ， 所 以 ， 任 给 e20, 
存在 V (ONZN,), Hn»NBI, A 


lxitxitttxwd <E 
2 LÀ 


(2) 
51250, C20 Bixk. HER>> 0, HIENONZNQ, 
Mn»NHBL.C 

| xit xa titt Xe |o lxi t xat t xnl e 


n n 


E E 
— j — == 


EN A Wa. We ld 
lim 


ne " 


其 次 ， fia 0, Ei xna (n> ) , 4 yx = xn - alil 
yx—= 0 ( n>), 


根据 前 面 的 结果 ， 就 有 
Nr Supa a d | N 
n 


= 0, 


lim- 


n-e 


ne n 

zc dien (x, —a)+-: + {wn—0) 
tne n 
yard 

- lim Ji ーー = 0, 
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x + x TU 
(imitt +n 
ie n 


— (v. 


说 明 ”本 例 的 证 明 有 两 个 特点 , 希 读 者 注意 ,其 一 ,我 们 不 
是 直接 证 明 此 例 ,而 是 首先 证 明 其 特殊 情况 ,然后 借 特殊 情况 
证 明 一 般 情 况 . 它 告诉 人 们 ,对 给 定 的 一 个 比较 复杂 的 问题 往 
往 先 解决 它 的 特殊 情况 , 它 或 在 论证 方法 上 给 我 们 以 启发 ,或 
使 我 们 把 一 般 情况 过 渡 到 特殊 情况 而 解决 ， 这 种 方法 对 论证 


有 些 数学 命题 很 重要 ;其 二 ,在 证 明 Lime o 
时 ,采用 了 分 段 讨论 的 办 法 ， 即 将 一 个 连 加 式 劈 为 两 半 ， 分 


别 加 以 估计 ， 这 也 是 数学 分 析 中 的 一 种 论证 方法 ， 这 种 方法 
常用 在 连 加 式 与 连 乘 式 的 极限 上 ， 


a 
J 5 WGE lim—- 0, 
れつ っ oo が 『 
证 明 G) # lali, 5S. 


Gi) 车 ja| 1 ， 则 一 定 有 自然 数 k>lal. 
我 们 假定 n 宇 k 宇 la|。 因 此 和 欲 使 


n^ 


aj- "Lo. gl lal: ]al 
ni n! 1:2: RC R + 1): HB 
lal 
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+1 


只 要 uL, Hn>k, FERN = marfe, (12177). 
€ £ 
WA, ER> 0, FEN, Xn Nii, 有 


E- 0 |<. 
故 

lim = 0, 

n-en} 


例 6 WüblimUsp-e9. | 


证 法 1 ”对 任意 正 数 M， 由 例 5 lim? - o Bk, 
对 = 1 ， 存 在 自然 数 N， 当 n>N 时 ， 有 | 
MICA" nni s >M, | 
ik 
limA/n = eo, 
证 法 2 ”因为 
An e A/n(n-1)2:32———— —4 


XB] ( 见 例 4 ) 
1 gd à 
z 


lim 
nv n 
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所 以 


limn = + oo 。 


二 怎样 用 极限 的 性 质证 明 与 求 极限 
1 用 极限 的 基本 性 质 与 四 则 运算 
例 7 试 证 limi?" - o, 
证 明 KAHER, BAe >1, 又 因 lim め p=1, 


根据 极限 的 保 号 性 ， 必 有 ， 当 ?> 六 时 ， 有 


A n < 6“, 
丁 辺 取 対 数 , A 
Inn <e, 
W 
lim HN - 0. 
n» N 


pis 若 limxn 与 limyn 都 存在 ， 则 

limmax ( xa» yn) = max Í limxs, limys ` 
证 明 设 limxn= A limyn= B, WA 

max i Xn» Vn ) = x t yat lta Zl, ( 3 ) 
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根据 极限 的 四 则 运算 和 绝对 收敛 性 ， 对 ( 3 ) 式 两 边 取 极 限 得 
limmax ( Xa»ya?! - lim 2*2 * [xa val 


_ ゴ + ィ お +14ーg[ 
2 


=max í Á, B) 


-maxílimx,, limy» }。 
n ne 


fad E RT HE 


limmin ( xs, yn) - min(limxs;, limyn }, 
ns nc io 


说 明 此 例 反 映 了 收敛 数列 的 一 个 重要 性 质 ， 求 极限 与 
取 最 大 ( 小 ) 值 运算 的 逻辑 次 序 可 以 交换 ， 同 时 上 述 两 个 例 
子 说 明 ， 在 证 明 极 限时 ， 应 该 充分 地 利用 极限 的 有 关 性 质 和 
运算 。 

2 MRES 

例 9 设 c:，ar，…，danm 为 m 个 正 数 ， 试 证 


。 n ———M o —- s . . 
limVa," +a,” +e tag" 2 max (aua;,am]) - 


证 明 4A-maxía;, 0», "> am) — 0 , VÄ 
A"xiajta;te +am<ma", 
或 
AKN at +a! ad «A m A. 


XH, limwm = 1 ， 根 据 夹 定理 就 有 
[本 JE 人 


= maxía, »03»***»ümt. 
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c DE ZIT gbTv tul 
pio 求 极限 1im lt 21* 


解 ”因为 
ni 11!+ 21!+ 31+- +(n—1)!+ni 
<(n-2)(n-2)! +(n— 1)! +n} 
< 2 (n-1)1+ni, 


从 而 有 
1111213 r Tn , 1, 
n! n 
根据 夹 定理 就 有 
Be 
DR cs E 
n—= n! 
例 11 ck lim 1 +x" (xz0). 


他 一 Se 


解 (i) 当 0 科 x 委 1 时 ， 有 
1 KVI +x" € 2 。 
由 夹 定理 知 
limA1* x" = 1, 
GD x> 1f, 5 
KVIta «V 2x" xA 2. 


Hl 3X SE X8 Aj 
limA1 +x” = x, 
所 以 
1 0 i. 
imi [i "€ 
° x x>1, 
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3 “用 单调 有 界 原理 
例 12 试 证 xn=(1 +ー) West. 
证 明 (;) 单调 性 ， 由 几何 平均 三 算术 平均 ， 有 


1 
n (1+ー)+1 


PEE C RN 
act . 1 ="+1/(1 +ー ) peo 1 


1 
MT ue 
两 边 n + 1 次 方 得 
1 n+l 
xn<( 1 トー ミー) = Xn+1> 


BA, <. =(1 + 一 iy 单调 上 升 ， 


GD 有 界 性 ;为 此 先 证 ys = ( 1 1) ”单调 下 降 ， 


HUNTAZ ANT: 有 


ZH ib 
E .1 QNT 2 JG ++ .1 


~>_ 2 十 2 一 =1+ 于 1 
人 
1 キー) 
两 边 n + 2 次 方 得 
(nr = 1。2 3 … 


yn>(1 fL) EX 


Br. ys ( 1 22 单调 下 降 . 
从 而 有 | 


), 
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zs=(1+ 二 ) <(1 +4)” =yr<yi= 4 
故 xn=(1 + 荆 ) 有 界 ， 
由 单调 有 界 原理 , 知 xn = ( 1 +4) ki RRRA, M 
lim(1 m 
例 13 iur lim( 1 PI ha "n +=) = - e, 


证 明 4 aii si 


2! 3! 
单调 上 升 ， 又 因 


dor. rd e epu 
acltqptop*ap^ P 


es, 


所 以 {yn} 有 界 ， 由 单调 有 界 原理 知 {y*} 必 收敛 ， 下面 证 明 
它 的 极限 为 <:， 因 为 


n 


n 
x»=(1 +ー) n G 


k= 


さか 
4U | 
x j= 
— 
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_ で cn s DD 
n 


は i 
_ xOn(n-1)(n-2)-(n-(k-1)) 1 
E — DUE MORES d 


二 


R=0 
即 
li^ 1 
xn=(1 +=) «1 + pon 
两 边 取 极 限 得 
e<limyn, (4) 
純一 方 面 対 固定 的 ヵ , Mm > nB), 有 
m m k 
xm= (1 +5) PS (1) 


两 边 对 m 取 极限 得 


fi 
f | 1 2 ARIS T. 
limwm Yi (1 7220 73) Th 


eZlimyn. (5) 
由 (4)、(5 ) 两 式 联合 得 
Nes 


鉴于 e 在 数学 分 析 中 的 重要 作用 ， 我 们 在 此 对 e 的 性 质 和 
意义 作 简 要 介绍 ， 供 读者 参考 
(i) e 的 性 原 


fn (0<b<1 ) . 


m 
1 e= hl thon 


n ca 
证 明 由 例 13 limx, = lim} p= 于 六 =e 知 
m niu Trid kro! 


Li E ERE Nu 
cw me TT ] 


J pu A 
S n4 Di! *a*2* ac ES J 


ーー 


"ES | 和 ] = 二 一 2 
“(n+ 1)! Las ni(n+ 1)2 7n*nl* 


+ 2 
Bj 
al 
0 く (e- Dgr) nnt. 
令 
(e- Eig) nm s C 0<0 1), 
从 而 有 


n 
Sl .0 
e= 228 taent’ 


说 明 本 公式 不 仅 为 用 多 项 式 计算 e 的 近似 值 提供 了 一 
个 估计 误差 的 方法 ， 并 且 用 它 还 可 以 证 明 e 的 无 理性 ， 
2° e 为 无 理 数 ， 


证 明 反 设 e 为 有 理 数 ， 令 *= POS AERA B AMD, 
于 是 有 | 


n 
pl, Onr 
(EE A RU C00, 1 J. 5 
Bp 
Qu PRCE て 上  (n-1,2 DN 
n q f "EE! ai sa 9 99 ° 
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因 此 式 対 任 何 自然 数 都 成立 , ang, 显然 该 式 右 端 两 项 
均 为 自然 数 ， 从 而 0 为 整数 ， 但 这 是 不 同 能 的 ， 故 e 为 无 理 
数 。 

这 里 我 们 还 要 指出 ， 法 国 数学 家 埃 尔 米 特 ( Hermite ) 
于 1873 年 证 明了 e 不 仅 是 一 个 无 理 数 ,而 且 还 是 一 个 超越 数 ， 
即 e 不 满足 任何 形 如 

a, taux tasx?^-aax? t ta,x" = 0 

的 ヵ 次 方 程 , 其 中 g。, ai, …, as 是 一 组 不 全 为 零 的 整数 。 

d cl 


证 明 因为 
ml ynl 
1 つの 。 = mm (2 P» 
— n*n] S + 
keni Ri 
っ nen! 7 が 


根据 夹 定理 得 
i 


以 下 几 个 性 质证 明 从 略 C BAERI ) 』 
4? limnsin(2zen!) = 27, 
ý pa^ Dane 
s= (qepa Ses ts) 
o 1 1 
€ ーー で ja( 1 B 
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à qa 

7 WO 

8。 (ごう 2 eta =) . 

b° (=) «nie (2) i 

Gi) e 的 作用 和 意义 

首先 ， 我 们 看 看 四 位 常用 对 数 表 是 如 何 编制 的 ? 如 果 我 
们 直接 以 10 作 底数 ， 因 为 lgN = 0.0001, 0.0002,0.0003,… 


tl, N 21065585. 100ioo ， 1009151 »*, … 所 以 必须 将 ， 
10，100，1000，… 开 10000 次 方 ， 这 日 然 是 困难 的 。 为 了 解 
决 这 个 问题 ， 取 10'"""' 作 底数 行 不 行 呢 ? 当 logiolioooo - 
0.0001，0.0002，0.0003，… 时 ， 分别 得 出 N =10, 100, 
1000，… 计 算 虽 然 方 便 了 ， 但 真 数 增加 过 快 ， 一 般 的 数 在 表 
上 根本 无 法 查 出 。 因此 ， 我 们 还 要 缩小 底数 ， 其 原则 是 : 
AJ T 358 31:100002X 77 ISO TATE Wmo.” 为 了 真 数 增加 
的 速度 减 乙 ，b 必 须 相 当 接 近 于 1 . 这 样 ， 取 1.0001:”""" 作 
底数 ， 读 者 不 妨 进行 试 算 ， 就 会 发 现 上 面 的 两 个 困难 基本 上 
克服 了 。 至 于 从 这 个 表 到 常用 对 数 表 的 转化 ， 可 以 通过 换 底 
公式 来 实现 。 

由 上 面 的 简单 叙述 可 知 ， 为 了 便于 编制 第 一 张 对 数 表 ， 


必须 取 形 如 ( 1 +E) 这 样 的 数 作 底 数 ，n 越 大 ( 相当 于 表 上 
位 数 越 多 ) ， 表 就 越 精确 ， 所 以 “最 ”精确 的 表 UR 


lim( 1 + 二) =e 作 底数 ， 这 种 对 数 称 为 自然 对 数 ， 
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自然 界 中 很 多 变化 规律 ， 它 们 的 变化 速度 与 这 个 量 本 身 
成 正比 ( 例如 放射 性 元 素 的 衰变 ， 复 利率 等 ) 。 也 就 是 说 ， 
反映 自然 规律 的 函数 关系 ， 它 们 的 变化 速度 与 函数 值 成 正 
比 。 我 们 可 以 证 明 ， 一 个 函数 其 变化 速度 与 函数 值 成 正比 ， 
当 且 仅 当 该 函数 是 以 e 为 底 的 指数 函数 。 

下 面 我 们 再 计算 函数 y = log x 的 变化 率 ， 即 求 此 函数 


在 一 点 x。, 处 的 如 下 极限 


e loga ーー 


XX0 X Xo X-X0 X — Xp 


: 1 X 
= lim—— ,roA eo oga—. 
xex X 7 Xo Xo 


念 ブ ァ = ェ ァ ーx。。 MU34x— x BÍ, 4x— 0, Xf 


lim RS = TETEN ・ loga 


Xot dx 
X-x X —- Xo Xo AZ っ 0 ブシ Xo 


1 x 
zz Bs —— 1 + -一 一 一 
lim Jx loge( Xo ) 


š 1 Xo プッ 
= ーーー e -一 1 + ビー 
lim Xo x oga( Xo ) 


0 


= lim oval i T x 1 


¿A X— 0^ 0 Xo 


| —» D — の の 
EP G, m3 7 x 0 时 ， a , X. Hi 


lim( 1 + L) = e, 


[^ k. 
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所 以 
4 Ax 
lim — os -= z lim loge( 1 +< J 


x—-x0 X — X 
2. d 
= lim loga(1 j 


NT 
Wi Xo ogae, 


对 指数 函数 y=a 可 以 算出 ( 读者 作为 练习 D 
Q —ü 4 x l 


m = 6 E RENS 
xoxo X — Xy logae 


从 以 上 的 两 个 极限 我 们 明显 地 看 到 :， 对 于 以 不 等 于 1 的 
任何 正 数 为 底 的 对 数 函数 与 指数 函数 ， 它 们 的 上 述 极限 值 
都 和 e 有 关 。 倘 若 取 e 为 对 数 函 数 与 指数 函数 的 底 ， 那 么 此 极 


限 值 分 别 为 二 与 exe。 前 后 相 比 之 下 ,显然 后 者 的 表达 式 简单 
得 多 ， 综 上 所 述 ， 可 知 e 在 分 析 中 占有 重要 的 地 位 ， 


Ba RE xs=1+ テ + さ キー キー- Inn t. 
证 明 由 前 面 列 出 的 不等式 5 ° 548 
と la( 1 +4 < (R= 1, 2 
从 而 
n "n o. 
PA k+1 
Dl (15g) - doin ( a ) 
1 (2.3. 4n 
= In, 2 3 n ) 
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=ln(n + 1)< EE 


R- 1 
即 
1 
-ln(nt+1)>0, 
k=) 
从 而 有 
x, = J) >- Inn> 0 
R=1 
又 因 
1 
ery +=), 
所 以 
n 1 E 
Xu Xn«17 [= (+) 一 ian ]- (33 - 180], 
- cdi. 
= İn (n+ 1) — nn- ーー ィ 
l 1 
"deep 
即 
メカ ンダ な + 1 (n= 1, 2 ， EI ) 。 


故 {xn} 单 调 下 降 且 有 界 ， 根 据 单调 有 界 原理 知 {xn} 收敛 ， 
我 们 记 


t» | 一 


I ; t 1 3 
ims in edem) 
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其 中 c = 0.577215664…。 AMRA Euler) 常数 , EK 
拉 常 数 是 有 理 数 还 是 无 理 数 ， 目 前 尚未 搞 清 。 
例 15 dxi-vcoxnu7VotxgaRXn7 Vc Xn- 
(c2 0 ) 的 概 限 。 
证 明 首先 , 用 数学 归纳 法 证 明 其 单调 递增 , BH x+. > 
Xn. | 
当 ヵ = 1 时 ,有 xs=wce+x =Vc+V c >V c ニテ ュ 。 
JB 设 n=k 时 ，xj+! 2 x,. MH m= た + 1 时 ， 有 xk+2= 
Vc+xkrl 2>2VC+T xk =xhriy -所 以 对 任何 自然 数 n 都 有 
Xn«12 Xn 
其 次 ， 证 明 { xn} AR, EN 
N= CT 


所 以 ， 对 任何 n， Xn>V c. JFH 
X8—7C Xn- 1 


因此 


a d. 
Xn Xn vc 


由 n 的 任意 性 得 知 数 列 { xn 上 有 界 。 根据 单调 有 界 原 理 ， 知 
数列 (xs 上 收敛 。 设 其 极限 为 4， 


即 

limes A. 
因为 

Xñ=C + Xn-1» 
所 以 
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lim xñ = lim(c T Pene P 
feo 人 一 oo 


从 而 有 
A*- A-*c. 
條 解 : 


a 4c 9. 4。= tO Erde 0. 


但 收敛 数列 的 极限 是 唯一 的 ， 所 以 还 必须 再 根据 收敛 数列 的 
性 质 加 以 挑选 。 根 据 极限 的 保 号 性 我 们 可 以 断定 


limxs = A; ュー ンー AC 


例 16 Rx =g (ni t) ( ォ ュ ン 0, a> 0 ) 的 概 


R. 


(n= 1, 2 ， | 
故 { xx) 单调 下 降 且 有 界 ， 所 以 必 收 化 。 设 其 极限 为 4， 即 
ic 
因为 
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所 以 
a »» 


n- 1 


LJ LJ 1 
lim x+ = limz(xs.i t 
i~a itu 2 x 


从 而 有 
A-S(4*9) 或 At-a= 0, 
此 方程 的 解 为 
Ai7 Vas, イッ テージ 。 
又 因 
Xn PV a s 
故 
limxs-v/a. 
例 17 ita, bÆMTE MŽ, Ha>b> 0 . 现 以 a, 5 为 
出 发 点 ， 连 续 作 相 邻 的 算术 平均 值 和 调和 平均 值 ， 构 造 两 个 
数列 { xn } SEES 


e a+b "m 2ab 
_ it Yı _ 2X1yı 
x ーー ーーーーーーーーー デ ーーー 一 ーー ニーーーー ニ ーー シー ニーーー 
2 2 , y2 xit y: 
_ Xn-1 t Yn-1i _ 2Xn-1Yn-1 
A A w ws — — er 
n 2 , Yn ""- j 


证 明 数 列 ( xn 1} 与 {yn} 收敛 且 极 限 都 等 于 Vab。 
151 


a+b 


— v ab, 
故 

a+b 2 ab 

2 ^ a+b ” 

即 

Aa E. 
由 数学 归纳 法 可 证 

Xa a (n=1,2,)。 (6) 
所 以 

PT d x =x (n21,2,7), (7 ) 
同 法 可 证 

Ynti yn (n=1,2,)。 (8) 


联合 (6)(〈(7) (8) 式 可 得 
20 ú yi<yrx<yn+ nn = sto 


(n= 1 。2 の ) 
由 于 { xn 与 1yn 上 单调 有 界 ， 所 以 {txn Bi ys ) 4 
伍 ， 设 其 极限 分 别 为 AISSB. PSA 


Xn-1t Yn- 
Kum DA C AST. 


プイ = B. 
下 面 再 证 明 A =V ab. 
由 数列 的 通 项 知 xwyn = Xn- Yn- =  xiyi7 ab, Mit 


2Xg-1Yn-1 A 2 ab 
EIL — 
Xn-1 Tj Yn-1 Xn-i1 T Yn-1 


两 边 取 极限 ， 得 


yn-7 


故 


因 为 Xn+1 = Xn” n OH Xn HESS T, 
n + 2 


根据 单调 有 界 原 理 知 { xn } rS. 
令 limxn = A, 由 于 


两 边 取 极 限 ， 得 
A=1: A 


比 xn= ros 一 中 相应 的 因子 大 ， 
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0 «xaX yn, 
从 而 有 

0 « プア レベ X. Xnyn = = 
所 以 


l 
0 —— —— au. 
S x TEE 


l 1 _ 
X Bl 1im7 9nd 0, 由 夹 定理 得 


limxn= 0. 
说 明 GO 当 用 单调 有 界 原 理 断 定数 列 极限 存在 后 ,为 
了 求 出 该 数列 的 极限 4 ,可 以 解 最 后 得 到 的 关于 .4 的 方程 ， 
如 例 15 一 一 例 16 所 示 。 
Gi) 如 果 最 后 得 到 的 方程 旺 .4 = 4 时 (如 例 17， 直 接 


Ax 中 Yn gy, = Ens r1 两 边 取 极限 ,得 到 


Xn-1 T yn-1 
的 方程 都 是 4 = AO, X fEHCB 86 e bf. kR REA H 
A asiS NL a 2ab ER F£ 
身 的 特征 (如 yn = 一 一 s rus /, 通过 便 等 


变形 ， 还 是 可 以 把 4 确定 下 来 的 。 

Gii) 对 于 例 18， 利 用 单调 有 界 原 理 ， 虽 然 断 定 其 极 
限 存在 ， 但 最 后 得 到 的 方程 星 .4 = 1，4 的 形式 ， 这 时 对 所 
给 数列 的 通 项 无 论 采 用 怎样 的 变形 ， 亦 不 能 改变 4= 1・4 
的 形式 ， 在 此 情况 下 ， 只 有 循 求 别 法 来 求 其 极限 。 

例 19 ÓXa2-3,4 


xit Lir EE (n= 1,2,3..), 
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l ; Ma ) 
limxa+1 =lim(ç + 2 , 
n 人 一 co 


AS CRAT 24 6a 0, 
因此 

A=1+vVl1-a, 
3a 18b, XO] xn Y B REL 9I. 

下 面 我 们 仅 考 虑 a 在 [- 3, 1202 na. 

(i) X 0 eSS1, W]x,2 0. AH, A 数学 归纳 法 易 
üEx 41, XnS Xni (n= ],2, °° ) ° 这 样 ， limxn 不 仅 存 
在 且 不 可 能 大 于 1 ， 因 而 只 能 是 1 ~ a, HR 

limxs-1-7V1-a. 

(ii) 车-3 和 co<0， 此 时 显然 有 

テテ (n=1, 2。…)。 
同时 ， 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 xy< 0 (n=1, "T e), 
事实 上 ,xi<0 是 显然 的 ' 设 x4<0, 则 由 xn 之 及 a<0， 
有 
PEE TS 


X B - 3<ía< 0 a mudel< 1 9 故 


2 
xsl <la, 
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XE, xe = $ + -za 应 与 4 同 号 ， 即 xnti< 0， 因 而 对 所 


有 有 的 ヵ , "B 

xÍ < 0 。 
这 就 证 明了 (x54) 是 有 界 的 ， 但 它 不 是 单调 的 , 因为 我 们 可 
用 数学 归纳 法 证 明 ， 对 任何 自然 数 k 都 有 


1 
X2kti™ Xaihk-i17 2 ( すす Sa x2p-2)> 0 , 


L 
X2k+2 7T X2k = rai XY2R+1 一 xik-i1)« 0. 


XXE dE (xs) 不 单调 , 但 它 的 奇数 项 与 偶数 项 分 别 构成 两 
个 单调 有 界 数列 。 从 而 可 设 
jimxak= A, limx;k+1i = B. 


现在 证 明 A = B. 由 xyo+1 3 Pec 


lim Xak = lim( ki), 


ーーーー 2 
。 ü x 
limran +) 
于 是 
A=+G+B9, — ガ = テ o+43。 


两 式 相 减 得 
(A-BXA+B+2)= 0. 
X34a2>- 3 时 ， 因子 4+B+ 2 不 可 能 等 于 零 ， 


否则 ， 以 B= - A-2IRAB - (a + 42)， 得 
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4^+2 オ + (4+Tg)=0 

但 在 a >> - 3 时 它 没 有 实 根 ， 与 4 为 实数 矛盾 。 因 此 必 有 
A=B, 

最 后 ,。 2=- 3, 4-BĘA+B+ 2x 7t. 因为 

此 时 4=B= - 1. 

ぁ 这 样 ， 不 论 在 哪 种 情形 都 有 4 = B. Mf (xs } 收敛。 

Hx < 0 所以 1x』}) 的 极限 值 不 能 是 正 的 ， 故 有 
limxn=l-V 1-a. 


说 明 通过 此 例 的 讨论 ， 告 诉 我 们 两 件 事 : 其 一 ， 一 个 
有 界 数 列 昌 然 从 整体 上 看 并 不 单调 ， 但 是 只 要 它 的 奇数 项 与 
偶数 项 分 别 构成 两 个 单调 子 列 ， 同 样 可 以 判定 其 收敛 与 发 散 
性 ; 其 二 ， 前 面 的 例子 告诉 我 们 ， 用 递归 方式 定义 的 数列 ， 
在 已 知 其 极限 存在 的 前 提 下 ， 往 往 可 以 通过 解 代数 方程 将 其 
极限 值 求 出 ， 此 例 告诉 我 们 ， 对 这 类 数列 ， 通 过 解 代数 方程 


还 可 以 判定 其 发 散 性 。 
4 Bie EN 
4820 Bxs-ltXhtut + … + 十 ， 试 证 数列 { xn ) k 
$t. 
WEB] 因为 
| 二 1 人 A 
|nr- Xn| =E t aia W * (nt の )* 


1 1 1 
ーーーー ニ ーー —— ———c——— — i lw D a 
SERE (n t 1)(n2) ( bp-1)(nt p) 
= (一 - ] EVA 


ーー Pa 


n n+l \n+tl nc 95 
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所 以 ,对 任 给 e>> 0 , 取 N = (T), sin N 时 ,有 


|Xn«p 7 Xs <=<。 (p=1,2,3, °), 
根据 柯 西 收敛 准则 ， 数 列 { xn } 收敛 。 
例 21 设 xn= ユー テキ テナー He 5, REN 


2 3 
列 { xn 上 收敛 。 
证 明 估计 
ICO Cai. Uu (pee 
"EU AN nti m+2 acm 
| me 
人 c 4-3 2; CD 
ntl n+2 n+3 n+p 
(i) Xpz-2k-1, k=1, 2, 3, =W, Æ 
a EE WES S E Wm 
i qha «jt n+2 n+3 n*4 


1 1 1 
+ 一 一 -一 一 一 一 一 -一 一 + 一 一 一 
8tp-2 stp-il っ | 


¿k も vV./ 上 . P 
2000 " ^ 


1 1 "E 
TY TIT VON 


NE NUS NEN 
n+l ( ES 
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1 1 
n "DP 


1 1 
Ip 9 
(i 当 p= 2k, k= 1, 2, 3, Hj, 有 
" xal duh oes cd 
nir arr ry 
1 1 | 
ntp-1 n+p 
si j ii 
n+1 n+2 n+3 n+4 
A — € 
ntp-li ntp 
zo rd da. 
^ n*1 fr c3) er PP 
EMT ER 
np 
1 1 
m. 1 
ETT `n’ d 


综合 ( 9 )、(10) 式 ,得 知 : 对 任 给 s>0, 取 N = [T iN 
時 。 有 


| xn+p — xn|<e, 


故 数列 (xs } 收敛 。 


例 22 ” 设 o 为 一 常数 ， 若 数列 { xn } 満足 条件 。 


n 


2- | x. 7 4. «a, n= 2, 2 4 … 


WI xa) MAS, 
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n 
证 明 を ん ETE > n72, 3, 4, の の 
m. 


显然 ， 数 列 { yw } 有 界 且 单 调 ， 故 必 收 和 敛 , 根据 柯 西 收敛 准 
则 ， 得 知 : HER>> 0 , FEN, HoN, A 


nip 
Vn-p Yn 一 | xx uf 
R-n.1 
P= i; 4s 3 g c 
从 而 有 
[xn+p™— Xal = IX nep 7 Xn+p-1) + Xn p.i 一 Xn*p-2 ) 


+° +(Xn+1 ー xn)| 
n+ p 
< 2: | Xk- Xk-1 | e 
由 柯 西 收敛 准则 数列 { x, 收敛. 
・ 例 23 求 方程 x = gsinx+a (0<g ぐ 1 ) KR. 
解 ” 作 一 个 近似 根 的 数列 : 
“xo =a, 
xí =qSinxo ta, 


x= qsinxi +a, 


Xn= qSinxr-i +a, 


Xn«i7 qSinxr +a, 


下 面 我 们 证 明 数 列 { xn } 是 收敛 的 , 且 其 极限 值 就 是 该 方程 
的 唯一 解 . BS 
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Ixi- xol = |gsinxo *a- al 7 qlsinxol sq; 
Ix;- xil = |qsinxi ~ qsinx,l 
= g|sinx: - sinxl 


Xi Xo xi Xe. | 
2 


= g|2sin cos — 


SSg・2・ 138 <q |x i xod a 


た トマ n= 1, 2 s. 9 s ec 
从 而 有 


n n" oo 
24 [xk 7 xa-il& a a^ 3a ュー テー。 
k- | k-1 k=, q 


故 由 上 例 知 , 数 列 (xs) 3k. RRRA A, B 


limxn 一 A. 
れつ co 


由 xn = qsinxn-i+a 两 边 取 极 限 得 
A=qsin A +a, 
可 见 .4 满足 方程 x= qsinx +a, 
下 面 再 证 明 .4 是 此 方程 的 瞧 一 解 。 反 设 还 有 一 个 根 8， 
于 是 
B=qsinB +a 
成 立 ， 从 而 有 
|4- B|-gisinA-sinB|&gl.A- Bl, 
即 
9 之 1， 
SEUW8. 敵 知 limz ヵ = ARAE x= qsinx va (0<g 
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< 1 ) 的 唯一 解 


这 个 方程 称 为 开 卜 勒 ( Kepler ) 方程 , 被 用 于 确定 行星 


在 其 轨道 上 的 位 置 。 


n kh 
例 24 设 xn = DUD, RERA 


证 明 因 191< 1， HESR lgd = 4 之 0, 令 
mon, lh 
m h m k 
: Ç. EL 
[m7 |* ES] ECT 
一 1 


i. A + A) 
m 
1 
"n ICE が oe) 
mi 1 
JI habia u^ 


m 
. 1 C EE 
1 el k/ 
A M d 
= m at 
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-———— Aho PAR e- 7 


Td. みた V ? ^r 1 1Te に * `. ` T 
Mii ` xj ffine 9 ` k "E p] * 则 对 任何 满足 )z 2 D- N 


Himin, £ 
| xm — xad «e, 
BERE (<, Y "net, 

遍 胃 从 以 上 上 的 例子 容易 看 出 ， 利 用 柯 西 收敛 准则 判定 
数列 的 收敛 性 ， 在 程序 与 格调 上 和 用 = 一 定义 验证 数列 极 
限 的 方法 相似 。 但 要 注意 这 里 增加 了 -个 因素 p， 由 于 这 里 
以 仅 与 es 有 关 而 和 记 没 有 从 属 关 系 ， 故 在 寻求 六 时 , 必须 设法 
jap “RE”. 

另外 还 可 看 到 ,利用 柯 西 收 伍 准则 .判定 数列 的 收敛 性 ， 
不 仅 不 必要 预先 知道 其 极限 值 ， 而 且 对 被 审查 的 数列 也 没有 
象 单调 有 界 原理 要 求 的 条 件 那 样 “ 昔 刻 ”。 因 此 给 人 们 带 来 
很 大 的 方便 ， 于 是 它 就 理所当然 地 身价 百倍 ,取得 了 “准则 ” 
的 美誉 。 


= ”怎样 用 恒 等 变 换 求 极限 


某 些 数列 虽然 表面 很 繁杂 ， 不 能 直接 用 极 痕 的 运算 法 则 
求 出 其 训 限 ,但 通过 代数 与 三 角 中 的 基本 公式 便 等 变形 ， 或 
加 这 并 项 和 拆 项 的 接 巧 后 ，、 可 以 使 原 式 变 为 简单 ， 达 到 求 出 
IRR HB BS. 

例 25 Ex = (OZ 3-273 + v1) 

+(V 4 — 2,” 3 +, 2 ) + = 
+(V/n+2-2/n t l+ 82), 


求 1icav，， 
hv 
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n 
B xn= Y G/k-2-2Vh*1* V k) 
k-1 


= うい C( ソ A+2ー ソ ませ 1) 一 ( ツ まぁ キュ ユー ソル)〕 
ke; 
f OS n TONA MET 

= Y GVke2-VRhk*1)- 2 (ソル キ 1ー ツ k) 
k-1 R= 1 

= G/kt2-vVhk*1-((2-v1) 


+ う (Vk+2-vk+1)) 


n 7ー 1 
=% Gkr2-vVktD- (AR+2-wR+1) 
k-1 k-1 


-(/2-v1) 
=(/n+2-Vn+1)- (2 - 1) 
1 - 
PE É. "m 1 
Vn+2+Vn+1 Y 2 ) 
故 有 
š "m 1 _ 2 
lim xx = lim(7—— 7 v3 *1) 
= 1 - 9. 
NE NR Le 
Xn 2・3・4 (n+1)(n+2)(n+3)” 
uc 
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= 1 
"i Xn= DEDIT 


i (k+3)-(k+1) 
> 


h-1 


— 
ーー 


2(R+1)(R+2)(R+3) 


n 
it 
- ixl DO 2) Tez (Cass 


=] k=] 
AE i mo ER 
xL mr) «3 2 
zug d fou 
"524597232 TE 
故 有 
EL CPI E me 3 
lim x» =lim テ (6 "a+ Pr 
; uu 2l t4 tt + (3n- 2)° 
6 Bx CULA E (3n 7 2))1! *Rlimxs. 
ti 
Y (35-2)? 
R71 
解 “xs = 一 一 一 一 


PCI 
= 
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n 
(27 が - 54k? + 36h — 8) 
zzi ' 


——— —Á—— —— 


(£ (3h-— 2) ] 
-1 


ーー 


n 
27 5 p54 -36》 ph— 8n 
- er b-: 


— ニー 一 ーーーーー c —— MÀ MÀ M ーーー ーーーー ーー ーー デーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー 


n 2 
( 3 > k- 
Ë= 1 


27| nin DT ー 54[ Brn+ 1D(2n+1D] 


— ——-- 
= ーーーー 一 一 -一 


EE n(n- 1) -2n | 


36[ す mnt | - 8n 
十 Eu SINUS 


は arD-2m 


4 427 [二 wsDj] -gmn(n+1)(2m+1) 
"ES MS » 


— 
— 


í— ea ーー ニー ーー 


| [È narn 2 


lonincTl1)-8n } 


G ——Trssss 


4 [3 na) -2n] 


2in (n+1)” ~ 36n(n+1)(2n + 1) 
n?(3n- 1)? 
. 27n n + 1) - 32n _ 
n*(3n- 1)? 
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_— ーー ~ー ーーーー 


ntl on (n+1)(2n+1) 
) ° n(3n - 1)? 
ni 32 
tO nm 
上 式 从 第 二 项 起 分 母 中 的 次 数 高 于 分 子 中 "的 次 数 ， 世 以 这 
些 项 的 极限 均 为 零 。 故 有 


lim y = iim 27 


n- が 一 co 


ntis. 
a 1) ^ 


: 1 2 1 
28 xac typt ys 求 limxs. 


Hr A n l _ 2 n 
2 (7 t 2: + 27 22 23 一 E) 


jn 
, / 1 n 
= 从 -一 | 一 
— Lo. 3. . D 9n-.-1 NOU 
例 29 设 Xxn= 55:7 T Pos e om" Ads 
< “ > no 


II 
トゥ 
ンー 
ad 
E 
| 
to 
十 
T 


1 3 N= 1 
"crt Ps 2 
=: E E p 4 pelo u 2. 
Shut MELLE 
A 3 nd /5 a 
-1*(2-5)*(51722)* 

2n- 1 2n- 3 2n 一 

+ ( eI ig ot ) c gn 

D. 4 1 

+ zn = 
x 1 25- 1 
"S 2" ° 


故 有 
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n 


Der A (k-1)a (Rk-1)2a2 
の (x +2X 7 ーー ) 


so (3E a- 1) + Ys 12] 


b= 2 = 
n 2 fi 
RE DE (&- 103 
" n x "5 ber 


- 2 E 24( な ー - 
m Dx y yant D jan 1)(2n D 
7 n n 6 
BUS 


(n— 1)x2 m 1) 
n 


lim xn =lim tli im xa- 
n れつ co 


a'n(n—1)(2n- 1) 


* lim š 


n= 6 n 

-x^tax* 2d 
说 明 以 上 这 些 例子 显然 都 不 能 直接 应 用 “和 的 极限 等 
于 极限 和 ?的 法 则 . 求 这 类 数列 极限 的 关键 步骤 是 首先 应 使 xy 
的 被 加 项 的 项 数 不 随 n 的 变化 而 变化 ,这 样 就 有 可 能 用 四 则 运 
算 的 法 则 求解 ， 具 体 做 法 一 般 有 两 种 ， 其 一 是 欲 擒 先 纵 的 手 


利用 一 些 公 式 ， 使 原 式 化 繁 为 简 . 


例 31 设 xn=(1 - (1 -i)-(1i -三 )， Rlimxs. 


—1 — 
解 アー っ 3 ninme = 


2^ n 
L(2-1)2* 1) | (3- 1(34 1) 
EET cx DIE. E 

.O-1nT1) 
n^ 
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Gr- DOE TI 


NE XE 52 S Wakas 
22 + 32 ç e g^ 


故 有 
ntl _ 1 
=> 


lim x, = 

ne noc 2n 
2 N 

s € Det 1 


Y d 2 
p 2 = EE er 
13 xx n ( ] 2 ( 1 ) ま 


求 limxn。 
) 2 
解 xn= lI ETT ) 


[| CR - 1)C8 * 2) 
i bh 1) 


(n t 1)J 


VFEPTEFUTSIPETE 


n + 2 
| WIE 


1 
n 3 
4 


k= 
M (l+ 2.3. (n—1))C4 e e s(n+2)) 


ーー 
ーー 


2 


naa 
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. X % . 
fs レア p^ — 


解 ”对 sinx 反 复 应 用 倍 角 公式 有 


sinx =2"cos * cos X cos X ... co et aN 
=& COS Ç vU? 92 っ 3 n oñ? 
2 0" An A 2! 
所 以 
X 
3 " "n 
sinx sinx , 2 _ 
r = 
2 95 X A . 
2" sin sin = 
o" 2 
x 
on 
im—— = 1, 
ae YU. x 
on 


limx» = lim GUS 0d X ere COS aM 
nec " ' ? 92 92! 


x 
n . 
I lim-—— . MEUS ' 
fco s 
i sin = * 
2 
T 
A x= MN, 有 
2 
sin LL RN 
li 2 2 
1f Xm = im -一 一 -一 一 
n— e° oc ct 


[m 


说 明 ” 连 乘 式 和 连 加 式 基本 相似 ， 关键 都 是 欲 收 先 放 ， 
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不 过 前 者 是 拆 而 相 消 ， 后 者 却 是 拆 而 相约 。 同时 对 XE 38 < 


Xn=aid…an， 当 akg>0(R=1，2，…2) 时 ， 
成 连 加 式 加 以 处 理 。 事 实 上 


_ Inaias;as 
Xn=GiGz"Gn=e 


= elnai +lna, + +lnag 


由 指数 函数 的 连续 性 ， 有 


lim "- elim Clnai r+rlna,+- + I]nan) * 


四 怎样 用 函数 的 连续 性 求 极 限 


可 以 化 


函数 fx ) 在 点 x, 连 续 ， Bl ZElimf(x) = fix$), ER b ak 


求 连续 函数 在 点 xo 的 极限 ， 就 是 求 函 数 FOER Ax HKE 
数 信 , 可 按 公 式 limf(x) = f(xo) 或 者 limf(x)=f(limx) 求 


H. 我们 知道 一 切 初等 函数 在 它 的 定义 域 上 是 连续 的 ， 判 断 
急 等 函数 在 某 点 或 某 区 间 上 是 否 连 续 ， 只 要 判断 该 点 或 该 区 
间 是 在 水 数 的 定义 域内 就 可 以 了 .初等 函数 的 这 一 特性 给 我 


们 在 求 它 的 极限 时 带 来 了 很 大 的 方便 ， 
例 34 R lim (2 2x8, In(1 + x? m x 


X 十 2 2cos3x 


解 ” 由 于 x = 0 属于 函数 


ee V xš LEEA lnO c x?) 
MT x2 2cos3x 


的 定义 域 ， 故 由 函数 连续 的 定义 ， 有 
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Nu Qa HW MT Var 
lim( a 2x + 3 ,In(1* x 2. f(9) =: 3 . 
dii x2 2cos3x 9 


・ 3 sinx 
例 35 R lim xta SIRE 
解 由 于 lim(xs+-S 8 ) =1 及 函数 fu) = Vi 在 点 
u= 1 的 连续 性 ， 所 以 


lim / x° pott a lim(x? 4 153) 
x0 x X-+0 x 
-/1-1, 


说 明 fCg(x)) 为 复合 函数 ，g(x) 在 点 x。 无 定义 ， 但 
limg(x) 存 在 且 f (ww) 在 点 limgp(x) 连 续 ， 故 有 


limfCo(x)J- fClimg(x)2, 


H3: E, 作 | 
gx) XF x», 
Q i(x) = | ! 
limg(x) メデ 0 。 


M pix) TER xv 连续 。 现 考虑 由 [G0 与 4= pi(x) 复 合 所 
得 的 画数 Coix) BI 9160 TE HR x。 XE Pk, fu) 在 
u-limg(x) 7 giCx XE, 所 以 fC o i(x)2 在 点 Xo 连 续 ， 


从 而 
limfCg:(x)) = fb g1Cx52J = fllimg(x)7, 


但 是 fCgp(x)] 与 fCgp1(x)) 仅 在 一 个 点 x。 上 的 定义 有 区 别 ， 
所 以 limfCp(x)J 也 存在 且 等 于 limfC9(x))， 因此 
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limfCg(x)J- ftlimg(x27. 
例 36 ーー テー (0<a き 1 ).。 


M x-> 0m, 式 子 ge は 上 メル 的 分 子 、 分 母 的 极限 都 
为 0， 这 是 -型 的 待定 式 . 在 求 极限 的 问题 里 ， 除 了 此 种 
了 型 的 待定 式 外 ， 还 有 下 列 


CO 
0 
-— 0 œ, 0-0, (i. eo” ， 下 0” 


型 的 待定 式 ， 其 中 0 与 co 分 别 表 示 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 。 后 
六 种 待定 式 都 可 以 化 为 与 之 型 加 以 处 理 ， 

f loga C1 32 = og, (1 + x) 9 当っ 0 時 ,(1 + x) 
-~>e， 又 由 于 logoa 的 连续 性 ， 故 知 


ji 19g: TX) 


1 
= ]im loga(l +x)”. 
x っ 0 Xx ズー0 


1_ 
= log oflim (1 x)* J = logae. 
っ 0 


特別 。 当 ce=e 時 。 有 lim- は キメ ) = ュ 
x-0 X 


x _ 
例 37 K limf 1 
X-> 0 L 4 
解 6a/-1-2y, 33x— 0 BJ, y0., iX 
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^J 
T NER NINE 
x x マー0 loga(1+ y) 


= dius 1 


一 0 loga(1 Fy. 
y 
- —L— = Ina, 
logae 


X 


特别 ， 当 a = e 时 ， 有 lim テ ー ト - L; 


NR ul 
例 38 RE lim tx) 1 2 y, 
っ 0 x 


证 明 令 (1+x)n -1=y， 则 Ha(lt+tx)=ln(1+2)3 
JF B, Mx 0 时， 有 y-> 0 。 故 | 


" . 
X-9 x x20x 


(一 DAN in(1 + -2A 


i >. 
アー9 In(1-+ y) x= x 
=l * n. l-du, 
例 39 Slimu(x)-a20, lime(x)-b, WJ 
XX0 XX0 


limu(x)* C = ab. 
X-+X0 


证 明  BDglimu(x)- 2770, WW xx, BER EGO 


0, 从 而 u(x)"(*) = eb(2)elnu(xy 
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HERAA, HERKEZE, A 


limul) 7( テ ) lime CO 1ns(x) 
XX 9 I xX5 


limv(x)*limlnu(x) 
LL XX0 

limv(x)* In C1ima(x)) 
= xx X—x 0 


= e9lng za". 


前 述 利用 复合 通 数 的 连续 性 求 函数 极限 的 方法 ， 对 于 
x99, x— toombx-x,- 0 的 情形 也 可 使 用 。 例 如 ,我 们 
有 (证 明 留 给 读者 ) 

定理 1 若 范 数 y =f ERU EE, u= p(x) 当 x 一 oo 
时 的 极限 为 x。， 则 对 复合 最 数 fCyg(x)]， 有 

im ルル の (2】 zf(uy). 


例 40 R lim f 2 - Sinx ， 
ioa x 


= 0, 所 以 


解 由 于 l; 8183 
X 一 co x 
lim/ 2 . Sinx = / 2 ー lim sinx 
X= X N X— o x 
= ソゥ ー0 
= ニッ 2 。 


五 怎样 用 等 价 代 换 求 极 限 


为 了 陈述 简便 ， 先 介绍 几 个 重要 概念 和 有 关 符 号 。 
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1 xd so lxx), 则 记 
g(x) 
f(x)» O(g(x))(x-=xo), 


即 f(x)=ag(x)(x—xo Bf, a— 0). 
若 x-~>xo 时 jx ) 是 无 穷 小 量 ， 就 表示 为 
f(x)= 0(1)。 
特别 ， 当 it is q t E g(x)-> 0 ( x—>x ), BA 


— 0 《x 一 x。) 时 ， 则 称 f(x) 是 g(x) 的 高 阶 无 穷 小 量 。 
2 着 人 2 一] (x_>x。)， 则 称 f(x) 与 g(x) 在 


x 一 Xo 时 等 价 ， 记 作 
f(x)~g(x)(x—>xX0), 
或 
f(x)= g(x)+ 0CgCxD)Cxo xo). 
两 个 互 为 等 价 的 函数 ， 有 下 面 几 个 简单 而 重要 的 性 质 ， 
定理 2 等 价 代 换 原理 ) 若 f(x)—g(x)(x— xo), 
Bf(x)- AK(Gxx42, Mljg(x)— A(x—xo), 
证 明 BXxfOoOogGOXGix42,. Wl 


45 -— 1 (x— xo), 


又 因为 g(x) = n e f(x), Bru 


g(x)— 1 + A= A(x—=xo), 
由 此 可 见 ， 互 为 等 价 的 沙 数 ， 具 有 相同 的 极限 ,但 反之 
不 真 ， 即 具有 相同 极限 的 函数 并 不 一 定 等 价 ， 例 如 


. Š 
x°—0(x—0)Rx2?2—-0(x—0), 但 ~ = x-=0(x-=0), 
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即 x* 与 x: 虽 有 相同 的 极限 ， 但 并 非 等 价 。 
定理 3 f(x)egGOOc-x)0BL AI: 
げ (z) g(x)= 0 (g(x))Xx—=x,) 
或 f(x)— g(x)= O (féx))(x—x), 
证 明 必要 性  XPfOx)— g(x)(x— x), Wl 
f(x)= g(x)+ 0 (g(x))Xx—%x,), 
HB f(x)-g(x)2 0 (g(x))(x—x,), XW, A 
ftx) g(x)= 0CfCx)D(x--x. 
充分 性 若 f(x)- g(x)= 0 (g(x))(x—>%o), 从 而 有 


f(x) ~ go) _ XE 


gx) = g(x) AER NEN 


E PET A E E OEE E 


fix) 
gx 


所 以 _ Meu ck C 
ig f(x)— の (>) = 0 (f(x))(x— x ) ， 证 法 类 似 ， 
从 定理 3 可 知 , 3$ f(x)~g(x)(x>x6), 且 limf(x) 


— 1 (メー テ Xo ) 。 


= limg(x) = ACABO, 则 |f(x) 一 g(x)| 0 Cxxx), 


这 说 明 在 点 x。 的 邻 域 上 (或 当 x 的 绝对 值 无 限 增 大 时 ，， 用 
函数 f(x) BERERA g(x) 的 值 ， 其 绝对 误差 | f(x) - 
g(x)| 是 一 个 无 穷 小 量 ， 因 此 g(x) 的 值 可 以 用 f(x) 的 信 来 
近似 表示 . 但 近似 值 的 “好 坏 ”， 并 不 按 绝对 误差 而 是 按 相 
对 误差 来 估计 的 ， 然 而 定理 3 告诉 我 们 ， 车 ogia) 
xxo) WS Cx) 一 g(x)= 0 GGg(xD Go x,DzRfOXD — g( x) 
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= 00D x). RIT im EI LELA Fa 0 ( 或 lim 

x0|- g(x) E ES 
o 9:32] =0), 就 是 说 它们 的 相对 误差 [0959 | 
| f(x) g(x) 


G0 92 |) 也 是 一 个 无 穷 小 量 ， 从 而 在 点 <。 的 邻 


域 上 (或 当 x 的 绝对 值 无 限 增 大 时 )， 汽 数 g(x) 的 值 可 以 
mf comi KRH” 地表 示 . 

HE f(x)= g(x)+ O(g(x)) (x—x,), 称 g(x) 是 
f(x) 的 主要 部 分 (简称 主 部 ) 。 因此 两 个 互 为 等 价 的 函数 
中 ， 任 何 一 个 是 另 一 个 的 主 部 。 

定理 4 WW of(x)—gx) xx, B A(x)f(x)— 
Atx--x,2, Wh(x)g( x) A(x— x), 


证 朋 因为 A(x)g(x)= PEROS, 从 而 有 


limiGOgG0 = lim S hGOf GO 


y TN 


lim $e lim (o f(x) 


-1*4-54A4, 
此 定理 指出 ， 在 计算 两 个 函数 乘积 的 极限 时 ， 可 以 把 任 
一 因子 用 和 它 等 价 的 函数 去 替换 。 不 难 把 定理 4 推广 到 多 于 
两 个 函数 的 乘积 的 情况 去 . 
下 面 ， 将 某 些 常用 函数 的 等 价 函 数列 举 出 一 些 来 ， 证 明 
留 给 读者 作为 练习 ， 以 资 运 用。 


fi _ - A 
pnx) = Gç X + a <" l+. H Anla F 0 js 


l! 


pn(x)~aox" (lxzl >o); 
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Pn(x)-—an(x-» 0)1 

sinx^cx (x--02)1 

tgx^x 6o x-0)1 

arcsinxX~ x ( x— 0 ); 

arctgx—x (x— 0); 

1 ~cosx~ ( x> 0 ) 3 
. xš 

igx- sinx~ Cx 0 ) 3 

e"-1—X( x02); 

a*— 1 —xlna C x-- 0 5 ; 

lInCl+x)~x( x0); 

loga C1* x ) —xlogee € x0 5, 

(1*-*x)*—1-—axCG x0); 

x^— l1—<a(x- 1 ) (x—1 ). 

例 41 求 1imn( ツ cg ~ 1), 0 て og キ 1 。 


1 
解 因为 (of - 1)— lna (n>oo ) ， 所 以 


jmz(X/。 — 1)=limn・ "dua 
"noo 0n: oo n" 


= ina, 
x*(x* - 1000? C( 12d» 
例 42 SR lim - -一 一 一 全 一 有 ^ 
x x!5—]11 


f mW» 


(x* —100)* — x!* C x09), 


か りー ああ まく eee 


760 


x!*5-11—x!* ( x>), 


所 以 
12 
w(x —100)" CC1 + 过) 一] "P 
MELDEN a x ( x—»o9 ) 
BA 
3 
x*(x* 7400 pas ss 328 gue 
TIL icc oid Scu Laur VEU 
-lim3 = 3, 


b 一 oo 


例 43 证 明 limQ， = EE 式 中 


n 
Qn = I! cos T x l. 
た < 0 


证 明 因为 
X | Sinx 
cos 
¿ ， 
2sin— 
2 
sin x. 
X 2 
COSz3; = i 
: 2S1 え 
in~ 
22 
x sin jn-i 
CO an~- — 9 
ux - 
Asin 
9" 


将 上 述 各 式 代 入 Qu， 得 
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NS COS sinx 2sinx cosx 
8 一 Sumak ars Rc Md 


. ^ n X 
2 Sin-g 2"*! sin — 
2 2 
_ _ Sin2x _Sin2x ` 
Palla っ 8+1 , X 
2 SING a 2 zu 
i < 


sin2x sin2x 


BU n mR Ee 
Ax 


fiv 2 つの 62+ ョ ズー 
例 44 ok li E A キダ 1 -cosx)-sinz 
えつ 6 arctg34/ 1— cos?x T 


sinx T 
解 ligni (e `" + 1 ~ COSX) ~ sinx 


x—0 arcte3 ダ 1ーcos* x 
J 
Si 
x9 arctg34/1 — cos?x 
因为 ， 当 x 一 0 时 ， — 0, 34/1 -cos*x >ù, 


故 有 
ln(1 + 


x 
esin e 


M1 -cosx ) _ 1 -cosx 


ーー ee 


ュー ニー di 


l TE TEE "i 
arc tg33/1 — cos: x ° "E ー cos "a 


从 而 


S x ES 
In(e in + 3⁄1 - cosx) - sinx. 


lim -- plu o Ns 
% 0 arc tg34/1 — 一 COS x 


In( 1 + ょ へ 1 - Z cosx) 


. eS inx 
"C ORIE UI x 
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X-0 — Q,5in^ 341 - cos? x 
EET 
zlim--—— A1 ー COS X 
N03es nF8/1  cosxA/1 十 cos 
i } 
z]lim 


x203e? 11* 8/1 + cosx 


TENE: 


T9. 


- . 1 1 
> ド 1 ——— as "i s 
例 45 X limx*(tg7- sia +), 


解 limx (tg — sin +) 


=lim—— 
rama 143 
人 
f sin 二 (1 ~ cos 一 ) 
UE [lj gs 
em cos + 
2sin*;- ° sin + 
“mayna r" 
x) cos 
ly1 
iid 220 8 NA | 
CRY MN sin 4 "c æ) | 
pt tes 
-limz- = 1 
ァ っ es 2 2* 
cos 一 
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一 个 函数 用 与 它 等 价 的 函数 去 替换 ， 必 须 按 定 理 4 的 要 
求 去 作 ， 不 能 越轨 ， 假 若 滥用 等 价 代 换 ， 将 导致 错误 的 结 
AR. 例如 ， 若 我 们 把 等 价 代 换 在 代数 和 中 进行 : 


TET "MN A 
limx Cies siny? 


. 1 
这 结果 是 错误 的 ， 因 为 ， 由 tg 二 ~ (x 一 co) ， sinl 


1 "I 1 1 
( x--99). 推 不 出 (tg 一 - sin z)G-T)-29G-99, 
一 般 地 说 ， 虽 然 
f(x)—f(x)(x—x), g(x)—g(x)(x—xo), 
但 (f(x) € g(x))( げ (x) よ の () ) 不 一 定 成立 。 
定理 5 d /(x)—g(x)(x—xo), H limf(x)= A 
(有限 ) , X limh(x)-a (>0 ) ， 则 


Cx hI (xx), 
证 明 已 知 /(x)—g(x)(x—x), f(x)-> ACHR) 
( x--x9)2 ， 由 定理 2 知 
f(x)- g(x)|->0 ( x— xo), 
从 而 有 


I f(x 
Jim oa = limh) / 09 900 gt 1, 


所 以 
hx) OO Rx )9 090 (xx .), 
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特别 , 4 h(x)-a(2 0) 时 ， 有 
gf -g9 0) ( xx). 
推论 设 g(x)—m(x)(x—x,), Inf(x)—n(x)(x— 
xo, X4gO0O. Inf xfEx x llt EET fr BIR, H.A 
为 零 ， 则 | 
fC(x)8 0 eM DNL) ( xe xe). 


xoxo m(x)lnf(x)  x>xo m(x) 


所 以 当 x 一 xo 时 ， g(x)_nf(x)—m(x)]n f(x), AH, 

m(x)lnf(x)~m(x)n(x)。 BA, “~” WERE, 故 有 
g(x)Inf(x)—m(x)n(x)( xx ) 。 

于 是 由 定理 5 ， 有 | 


f(g) 2 9909) laf (x) mox) mix) (x coe 


注意 (i) limf) = ACIE ORO, AH /G0 GO 
C x2.) limCf(x) - g(x)J= 0 是 等 价 的 ， 所 以 定理 5 
的 条 件 可 以 用 后 者 来 代替 。 在 limf(x) 无 限时 ， 只 要 im 


[ 7(z) - g(x)]= 0， 我 们 仍 有 


h(x) f 00 
E h(x)9(%) 


BPa O mnha) O C ax), 所 以 定 理 5 可 加 強 妨 
定理 5/ 如 果 lim (f(x)— gCÀ 1022 0 H. im が が) = a 


= lim h(x) OIO 2 g* = 1, 


(0), Hi | 
hOGOI OO RO x)9U9 (x x4). 


但 是 在 定理 5 dh, 条件 limCfCx) - g(x)]= 0 不 能 代 之 以 
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f(x)—g(x)(x— =o), 
事实 上 ， SEE g(x) =x, 则 f(x)~g(x) 


( x99), 又 设 h(x)= 1 Ty 则 limh Go = 103. 


因为 
a ELES - limh (x) (0-800 
1 "— wari 
-lim (1«4—)* ^*7* 
Š 1 
=11m (1 p 
. =e% 1 
所 以 


hix) E e h(x)90U9 ( x9 ) 。 


GT) 车 将 定理 5 推论 中 的 条 件 换 以 limCg(x) ー mCx)3 
-0, limCinf(x)-n(x)2-0, HXlimg(x) 与 limln f(x) 
x2x0 xoxo X- XÜ 


都 有 限 且 不 为 零 ， 显 然 仍 有 
fx) ve INN) ( x—xo ) , 


但 定理 5 推论 中 的 条 件 却 不 能 代 之 以 limCg(x) = OO? 


= 0 与 jimClinf(x)-nx)]= 0, 
Xx X0 


事实 上 , 设 g(x) = xl, mir) =X, 了 十 
L), aG0-0, HilimtgGO - gw(z)J=iim 二 = 
yt) o n(x)= O, Im Lgtx mix m W 
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limCtn7(xy - n2) = lim ln CH + ijs im 一 in ( [x 


Nt 
x) = 0. 個 
I l : 1 \ 3x + — 
; x). E 
lm の = Bo[(1 e$) Jh" 
i 1 x` +1 
= lim(1 £23)" 
二 PC， 
lime?" ("t zlime?*2 1, 
Xx oo X co 
所 以 


fC(x)900 gU) ^U ( goo ) , 


————— 


cosx ys 
Lr 
pec 


例 46 >K lim( 
えー0 


解 ” 因 为 (一 一 ) x? S xc 0 ) 是 1 型 令 


COS2 x 
cosX . 1 + 
Eum 1 +e(x“), Be(x)> 0 (x—0 ), 
$ i (.cosx 
'COSX YX Zy x cos2x 
则 ステ cos2 x lim = 


PT 1 +e(x)) 
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由 于 COS X 


Ur GENE. 
2sin— *sin—— 
= 1 + cosx — cos2x xg deese 2 2 
cos2x cos2 x cos2x 
2sin sint 2 ーー 
y 一 ELLEN > 1) 
所 以 elx) cos2x 1 -2x* x70, 
1 3xf 
从 而 有 Ha ela - In = 
x20 X X0 sg 2x? 
T 
= lim 2 ; EX i. 
x20 1 - 2x 2 
ES 3 
< m e 2 
故 lim cos2 x j 


说 明 ERMER ORRERA 00 
不 能 代 之 以 与 它 等 价 的 jCx)， 如 果 以 等 价 的 函数 去 代 换 , 将 
要 导致 各 种 不 同 的 结果 ， 如 在 例 46 中 ， 作 为 底 的 -SSx 用 


cos2 x 
与 其 等 价 的 函数 代 之 ， 将 有 
COSYX 
(i) 关于 故 
ER 
lim( cosx Vx? 2 
x っ 0 


x 
cos2 x’ = lim 1. 


(11) 


jf. 

i) Cos% U 2. m 

id HT x 1 - 2x? (x>0), d 
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B x! 


1 
2 
, osx X š 9 NX 
lim Ell x = jim A 
im( cos2x/ メ つ 0 ( 1- 2⁄2 / 


(が の x* 
= lim(1 + i-zm ) 
3 
1 人 Ec 
2 3 2 KES; zJ 
= lim (1 2 _) 2 J 
iis L = 2 
3 
= e 2 (12) 
Gi FL 1 (x0), ik 
cosax 1-- x 
t 1 
: cos% ix? y; / 1 yx? 
lim( ジー limi Tx ") 
1- x* 1 
2 — ee 
= li ME M x! 1-x? . 
-lim[( 1 kk papaya ) ] =e, (13) 


在 (11)、(12)、(13) 式 的 计算 过 程 中 ， 都 是 对 底 TID MET 


COS2 ァ 


等 价 代 换 ， 然 而 导致 了 三 种 不 同 的 结果 ， 这 正 说 明 在 短 指 式 
fx)9(2) 中 ， 作 为 底 的 1(x) 不 能 代 之 以 与 它 等 价 的 f(x) 而 
使 Fx)902) 一 AF(x)9(2) 成 立 。 由 于 /Kx)2(2) = er) laf(*) 


由 定理 5 的 推论 可 知 ， 作 为 底 的 fx) 应 在 eg(2) 1n Poo rh ë 
之 以 与 jaf(x) 等 价 的 量 。 此 时 值得 注意 的 是 ,不 能 认为 /zx) 
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和 ~ 了 (x) 时 ， 可 以 推导 出 Inf(x)~lnf(x), 例如 x，+1~1 
( x0 )， 但 ln(xs+ 1)~x*( x— 0 )。 


例 47 来 lim(sinx)'8”, 


と 
X 2 


解 $ x= y, 则 


Cos y 
lim(sinx)!$* = lim(cosy) Sin 
am w. a 
2 
cos y 


=limC1 + (cosy- 1)Jsiny 


„Cosy " 
- lime siny InC1-* (cosy - 1)J 
yn 


トス た 


y=0 Siny (cosy -1) 


cosy - 1 
TU té siny 
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六 怎样 用 茶 些 特殊 性 质 求 极限 


下 面 着 重 介绍 三 个 命题 ， 运 用 它们 泳 某 些 函数 的 极限 极 
命题 1 Wii xal, Mn2NHI, A xs 0 和 xm 之 
hkx.(h> 1), Ullx I-> + eo(n— co), 

证 明 由 于 xn+iZPARxn( 当 ?> 六 时 ) ， 容 易 看 出 

XN«mzZ E" xx (ms1,2,3,),. 

KE 1 ， 故 有 Am-> -oo(m-—99), X BT x40, 
SUB R" x> + oo( カ っ oo)。 所 以 xx«m-99(m-99), B 
IRFS x >> + 09 (n9), 


El (xs), 如果 lim | 0| =k>1, 
T n 


则 1im x;, = eo 
他 一 oo 


证 明 HTR 1, 总 存在 划一 个 正 数 e。， 使 得 & 一 ンー 
1. 


对 于 给 IgE ec 0 由子 lim| S. | 28. BEEN, 
n> NBI, 有 


| Sues. Xn+t 
Xn 


Bp ETT |>(k-—e,)|] xal. 由 命题 ]1， Wisliml xnl — 4 oo 


>k- €o 


Bj 
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n-oo 


命题 2 设 Í xn E Mn NBI UE l xn Srl xnl C0 ぐ 
rc 1), Wx 0 (n=), 
证 明 BUF IxssilrlxslG4n0 2 NB), 所 以 有 
O0<|xs+.||<rË"1|xs. |(h= 2 8,72, (14) 
B3 orci, KAri 00k), ATUS 
r^p xs |— 0 (R-=co), 
由 (14) 式 ， 根 据 夹 定理 得 
|xwrtj-> 0(R->co)， 


BUS | xni > 0 (7799), Sx 0 (n—°°), 

推论 2 役人 xs WR lim| | =r, 且 0<r< 
1， 则 limxn= 0. 

证 明 由 于 0 迄 r<1 ， 总 存在 某 一 个 正 数 e。, 使 得 
0 </ ェ ss で 1 。 

对 于 给 定 的 。 0 ， 由 于 lim| 時 し | =r BEEN, 
BM NIE, 有 

— |&r* es 
即 |xnti | 过 (r+e。)|xn|l， 由 命题 2 就 得 


limxn = 0, 


例 48 Uxs-n?x'(o25 0), 证明 
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+ eo xl, 
Jessi 0 Ix|« 1, 


oo x&— 1 。 


n? 


a 
-(1 +ー) [x] 


证 明 由子 | 
| Xp | 


—|x|(n—°°), 所 以 
G) 当 |xl く 1 時 由 推 2 得 1imx』= 0. 


Gi) ?4x»1H. #|xl=x>1, 3tHx«»0, dift 


i£ 1 得 1imxy = +00, 
noa 


(iii) Xx-1H, di xs = n*— + eo(n-xeo), 
GV) X4 x«- 1 时 ， 有 |x| = -x 之 1， 由 推论 1 得 


noo 


(V) x=- 1h, B xn=(— 1)'nt%-=co(n—°o), 
BELE, A 
( 十 ce x>1, 
m= | i 
eo x< — 1 


AEE: 车 yn= (200), M 


n? 
“十 co x21, 
a | 0 |x]|<1, 
oo x« - 1. 


例 49 求 lim a^ 


n n] 
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# mR <. 1, WEa"- 0 G2), IX 
3 
M add. 是 型 的 待定 式 ， 由 于 


有 lim | = 0 ， 由 推论 2 便 得 


litm4_ = s y 


ti ecl n 


piso “是 一 个 异 于 零 的 任意 实数 ， 令 (2 )=1.(? ) = 


人 
n! 


-(n21,2,83,--)0, WEH [x | CART, 


Xn = E )x"-- 0 (n-99), 


证 明 -| = | が 4 な 1 な ニカ キ り )( の ムル た 


Xn | c(a—-1»y-(a-n*1) 
1 | 
. | e 4 
ntl! |x| 
EE 3 epos Y 
PW SE Z J Ca 22 


#34|x|< 1 时 ， 由 推论 2 Hi an> 099), 
例 51 uEBjn!- 0 (n')(n-=co), 


y n! 
证 明 xs B 
= (nt 1)! Qr T 
Xn |! (nT1J''- "ni xd 
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C 


IN 
(1 umi 
由 于 0 << 1, WARE 2 便 有 limi 0. 所以 


nl = 0 (n'0(mn—99), 
命题 3 rfO x)—1(x—x.)X|x,]|<°o),ÍHf(x)>z1, 
gGx)--99( x—x,), HCx) 7 13gG077a(x7 5. ), IrTA 
fex) O e? ( xx.) 
正明 f(x)9 00 = (1 +(f(x)— 1020902 


gx) 
-if yO DU Ag RRE 
g( x) J 
>e? (x—=x.), 
W 4 m B 3 CEU BIARIRMHES "RR" HRR. 
1 
1+tgx \ sinx - 
例 52 R lim( E=) l (1728) 
解 HD lim gx -1 lime, B 
sal asin x20 Sinx 
vs Oi 
Ni ex. š 1 )- E == limS99* .. 29, 
x> ` ltsinx sinx % っ 0 1 +sinx 
E Nm 
l+tgx Ysinx _ ¿°= 
id lim( ibd 
ES 
例 53 求 im( dts ; (1738) 
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x3*. x0 X 
š 1 + x2* N _ UN Lo 1 
m Ut 4E a 
x4 x 
= lim 1: Bs 1 
. ( ) Tx " 
xln$ ]- x2 2 
= lim- ox ley ー 1 - ン jn $70) 
X0 (3) i-e x 
2 
= jim a - n-2- 
=lir S E 3 
X0 (+ M 
nm 1n 
: /了 二 X2 Y x*. 3 2 
Ier = 3・ 


例 54 求 li (Ze Zb) Ca, b> 0 ) 。 (1" 型 ) 
解 因为 lim( a 7 5 -1)n 

= lim [na -1)+n(Zb -1)] 

- 5 (lim n/a -D lima b- 15] 
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(laa + Inb) 
n 
—-|n(gb)? ° 


] 
^ 1 
故 lim( a こも) = dI n Cao)? Ar 


fie 


七 EGER S 3 (Stolz) 定理 求 极限 


在 确定 翅 型 的 待定 式 -的 极限 时 ， 经 常 要 用 到 施 等 


定理 、 "M 
定理 6 (WAR) BAI (xs ) R lya) WE: 
(1) Vni yn(n- 1, 25 Š, (2) 3 
CFE) lim Yn = +9; 


(iii) lim M yy 存在 (有 限 数 或 者 是 +oo ) 


o nt 
则 irc s us = lim ET ILI — Xn 
n Ya n^ Jne177 Yn 


证 明 D B lim "t =g《 AR), WFA 


n^ yn«1- Yn 
£he7 0, UREN, fin NBI, UN 


Xni X 
a- ex EE t E 
Jn«i17 Yn 


意 即 (x+ 』 — yxy)(a — e) XN«17 x+ < 
(yn+1™— yn) (at e), 
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(yr 2 一 m+12(g 一 e)< xx+ s — xN+ L 
(Vrrz— Yn+1)(G te), 


Cyn — Yn- 12(a — e) xn - Xn- < 
Cyn — yn-10(a + e). 
各 式 相 加 得 
(yn— yx)X(a — e)<xn— xx&Cyn- yx)(G +e), 
因为 ，limyn = + co， 不 妨 假定 yn>>0(8=1，2，…)， 
故 有 
(1 2: )(Ka - e)«-. - c (1 — N )(a +ë). 
yn yn Jn yn 
取 定 及び , Hibn9o, WA yn > + ce ,由 极限 单调 性 得 


A 
n <a+e, 
n 


oc 一 Slim 
-ee 


因 < 为 任意 正 数 ， 故 得 


x x 
Jim =g = limir, 
fl—> so yn 从 一 oo Vn+i Nn 


2) 设 lim" r -= +co, 则 对 于 任意 大 的 正 数 M 、 


n> yn«i1 — Yn 


«n7 NW, 有 
Xn — Xn-12 MCyn- Jn-1)» 
从 而 可 得 xn xn>M(yn = Yu). 移 项 并 除 以 yn ( 同样 假 定 
Yn> 0, (n=l, 2, 005, 得 
A »M(1 = PR jo. 
yn Jn yn 
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让 "一 <， 得 1im s: >M. 因为 M 为 任意 正 数 ， 故 


im ニー ィ oo 
n= Nn 


同 理 可 证 i = -co 的 情形 。 


n>a yn.i17 Yn ` 
推论 1 ”车 limxs 存 在 (有限 数 或 者 是 十 ) ， 则 其 算 
术 平均 什 数 列 
并 2, 3 。…) 
的 极限 也 存在 ， 并 且 


DES aT TTA. 


証明 ^ an= X i T X> ctc + Xm, bs = n. 由 施 等 效 定 
理 ， 便 有 


$1984 T Xg T sss op sy ・ 0 
ln - lim 
fiev t w e n 
. Onan- 

= {fim nl 
n^ b,-— n-i 

hd 
= lim t —— -limxg. 


no»Hn—(n-1) mne 


此 性 质 之 逆 不 真 ， 例 如 设 x*= 1 -(- 10", W 


Xi Tx Tt Xia 2 28 -1] 
2n 2n I 
Xi T XI Tee T X:nf1 | _2n + 2 
2n+1 2n- 1 ' 
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po - xix t xn. 
n n 


1 ( ヵ 基 偶数 ), 
I | 2n+ 2 ,是 奇数 )， 


N 2n+] 
由 此 可 得 limt = 1, Blimxn= lim- (~ 1) 不 存在 。 


n 


本 性 质 在 前 面 已 用 数列 极限 的 e - N 定 义 证 明 过 ， 读 省 
可 作 一 比较 ， 说 明 施 敌 效 定理 的 优越 性 ， 
推论 2 dix 0 且 limxs 存 在 (有 限 数 或 者 是 + oo)» 


则 其 几何 平均 信 数 列 
N XiXe Xn n= is 25 Qoy sss.) 
的 极限 也 存在 ,并且 


1imA xiXa Xn = 1imxn。 
证 明 设 lim xn=a ( 0<a<+co), yn=lnxn, 
则 lim yn= lim ln xn=1n limxn=lna, 


KA 


° n —sarrssAsmas EN 円 n es T 
InClimA x xa x, ) = lim In x X; Xn 


. Inx, + Lee 
=Jim nZ i T|nx; +e tingn 


n^ n 
=lim tat ty, 
n>% n 


s= limyn = Ina. 
y IF n ーー ーー U [na i 
im ... = = = 
所 以 imM xix, Xn =e a li m xg, 
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同 理 可 讨论 limxw= 0 limx,- + co 的 情形 。 


例 55 . sk lim 


logan Ca 1), (m) 
n oo 


fk 利用 施 算数 定理 有 


例 56 K lim 


(Zm) 


em mp 


- linlog(1 +1)= 0. 


k k 
E la a dev a ,h BÉ AX. 


IY 


解 BUHEELNOESUN 


TN i as 
ns 


- (2n* 
noe (n 1)** 


Ile 
i kR+1 L (h + 


-+(2n- 1)” 1)“ 
ue 


1)“ 


p pët! 


(2n4 D^. 
Dna + - (UR n^^ TEEREM 


I n, 
=lim— TIS k-)1 L... + 1N 
m IAS que SN bebe] 
| m 
AT 3 
ELA om に 
ー リー oo / ] ^ k 
fi b+ j EAE Lope (2) 
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+1 ww 


Pli 
k+1 ° 


-— 
— ~ 


例 57 d x, 0, FH lim =1(>0), E8 


x 


lim x, =Í, 


证 明 由 条 件 limt = 1(> 0 )， 即 正 项 数列 


“= x 
PEE. DE E LU M 
X. X2 Xn 
当 m 一 co 时 ， 有 极限 1! 。 于 是 根据 推论 2 ， 应 有 ` 
7 
lim / X1 x2 ° ET Xn 
n ae X1 X2 Xn-1 
= im ダァ = 


例 58 $ lim パ n. 

本 节 例 2 曾 用 数列 极限 的 e 一 六 定义 证 得 limA n = 1, 
现在 根据 推论 2 来 作 就 显得 极为 方便 ,事实 上 ， 根 据 例 57， 
Ranan WA lime = limtt^- 1， 所 以 


Xn 


limA xn -limYn- l, 


在 例 57 的 论证 过 程 中 ， 可 以 看 出 ， 它 实际 上 又 是 推论 2 
的 一 个 推论 ， 在 求 极限 时 ， 它 有 广泛 的 应 用 ， 


"co 
例 59 R lim? Vn. 
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fü xs i 0， 则 


lm Sat = pg CODE , 
X9 Xn noe (n + ])?*! n! 
n 
lim (——) 
taa `# 1 "O + —) 
LE 
€ 


由 例 57 便 得 limA xn = lim nj = +. 


习 题 
1 用 e 一 NN 定义 证 明 ， 
(1) lHimñ!l= o, 
fi 
(2) lim = 0 >D 


(1) lima LÀ pe L1), 


(2) lim —— + に トーーー — ai < + 一 一 一 一 一 一 -一 
ia 


用 单调 有 有 界 原 理 求 下 列 极限 : 
(1) liman, X Yai72/2, an= V2a,.,- 


(2) lim. 

P ar=a>0, 56-50 (a<b), ani = V anb» 
baa = Pm ， 证 明教 列 { an } ，{ bn } 的 极限 存在 
县 相等， 

用 柯 西 收 黎 准则 ， 证 明 下 列 数列 收效 


sinl, sin2 sinfi 
(1) n= 十 — + °°° + 


2 Fi De 
d rcd pon di 

1:2 2:3 n(n+1) ° 
求 下 列 极 限 ， 


人 B om. 


(15 lim 2175 7 


他 一 oo 


ltata*^-- 
(2) lim- ETETE Le , delgi Ib] D. 


nn 3. 5,7 PLI TE 
—- 十 — — t ー 1 sss 
bong lim(75 T 2x3 34 ` ( sc 


3x *2 V7 


っ , 
ーー 


(7 ) lim( 1 + tgx ) ° 
X—g 
l 3 ..2n- 1 
(8) lim(2 2 ). 
(9) lim2 。 


jim * r G teo 


(10) im I 


(a1). 


(11) 
(12) limn'g" 1g| く 1 。 


7 J iri k F| E, 
iis EC -1)x' l-1)” O Dac i 


—— — a À 


X=] (x-1)(x?-1) (x-1) 


GO) aao ae 


(3) lim x lV xi +V xttl 一 X 2 )。 


(1) 


(4) lim(v/(x * a)(x +b) - x2. 


(5) lim Yy Faa T hta 


7 À x" + bux" ^3 erba), 
8 14 G4 0 (g = 1 $ 2 , d i), ay 0 (u99), 
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7 
Sn 7 >a u* Hs&i-99(n-9), VU 
u-1 


px pre anti oO je 
5 ュー ツ sn 2V Sn j i 
9 用 郊 备 效 定 理 求 下 列 极限 ， 


1 


(12 lim—7; +42 (2p)? ^ 
p PE 3-245 p 
(2) jm DHARA. 
n n 


n? 
(3) lim— (a»1). 
ne q 


(4) lima" (a> 0). 


neo 


> + 9/19 +... + n 
(5) limltv 212234 vn 


并 一 oo fü 
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«^ 


$ 7 判定 极限 不 存在 的 若干 方法 


以 上 各 节 内 容 都 是 围绕 如 何 判定 数列 和 函数 收敛 及 怎样 
求 极 跟 值 展 开 的 。 本 节 着 重 介绍 如 何 判定 数列 与 函数 发 散 以 
及 证 明 其 极限 不 是 某 数 的 若干 方法 . 


ー 用 极限 定义 的 否定 形式 


因此 ， 只 要 取 eo= 忆 ， 则 对 所 有 n， 有 
Ani 
所 以 eet! 
例 2 WE lim "eA. 
正明 RRRAESA(),. ， 有 
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° ! e 
s >= i “=1, 
n. 1 1 
所 以 |>1 EE Xo 


取 s。 = 六， 则 对 所 有 mh。 有 


"an 1 1 
— -- [3 = 2, 
TM e, EN 
i HE ut. 


说 明 用 极限 的 否定 式 证 明 一 个 数列 不 以 某 一 个 常数 为 
极限 ， 同 用 极限 定义 证 明 一 个 数列 的 极限 ， 出 发 点 是 一 样 
的 ， 都 是 从 估计 |xw*- 41 开 始 ， 其 不 同 的 是 ， 用 极限 定义 
验证 某 一 个 常数 是 数列 { xn } 的 极限 时 ， 用 逐次 放大 不 等 
式 的 方法 ;而 用 极限 否定 形式 去 否定 某 一 个 常数 是 数列 
{ xn ) 的 极限 时 , 却 用 逐次 缩小 不 等 式 的 方法 。 在 用 极限 定 
义 验证 极限 时 ,关键 是 找 N ,而 用 极限 否定 式 去 否定 极限 时 ， 
关键 是 找 so， 


二 用 柯 西 准则 的 否定 式 


例 3 ix; = 1 fette. 试 证 数列 { xn } 发 


Hi. 
证 明 R E, 存在 es。 > 0, 対 仕 意 正 整数 /Y, ma. 


no» mong ^ NR], 
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由 此 不 等 式 可 以 看 出 ， REUS, 就 能 保证 |xm-xn| 
D i T 
2. 


于 是 , 取 e。 = 六 ,对 任意 N , 取 m = N +1,mo 之 2(N +1), 
就 有 
| Xm," Xn (mo— t) ads I eo っ 上 
0 0 V Ma : a. 05 


从 而 数列 { xn } 发 散 得 证 。 
例 4 d xn=1lgl +lg2 *lg3 *--lgn, 试 证 数列 
f xn) EK. 
证 明  |xm— xal - llgén* 10 * 1g(n 92) + +: +1gml 
> (n -nlg(i -1)-1g(n-41)(0777), 
由 此 不等式 看 出 , Bi ligint) >l, 具 要 ( ヵ + 
1 )U07 10, T JE0[ Reo =1。 対 任意 パ , RE no2max 
(N, 9 1, mo-no- 2, RWE 
| |xm, 7 xn, 12» (no ~ no)lg(no + 1) 
=lg(no 1) 00070071 = e, 
故 数 列 xs) 发 散 得 证 ， 


例 5 度々 m=ーーー+ s 


u PEU ; 
g2 lg3 T lg4 iue lgn ` 试 证 数列 
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Í xn]! ES. 


: 1 1 
证 明 | Xm 7 Xn E 


———— JJ aee + —— 
lg(n * 1) lgm 


> (m — n) n. e 


lgm 
1 
-— (m- n) の ーー ニーーーーーー 

= lgl0 PE ーー 
BRA. RE10"7"»m, 就 能 保证 |xm 一 xn 之 1 , 因此 可 取 
Eo= 1, 对 任意 入， 取 no= N+ ] 。 mo= IIN FI) 此 
人 
就 有 


1 1 
一 二 Le aeu coii de te 
| Xm, Xn, | lg(no * 1D). lg(no +2) ] gm 


imo — fio) as sss 


lemo 


1 
lgmo 


=]g1i0(™ "0) 。 


>1 = eo0， 


例 6 试 证 数列 (xs) = (sia l gm. 


mz nT 
= [sint - sin- 


Z sin t|. 根据 正 


证 明 估计 | Am Xn 


弦 函 数 的 特 点 , 当 n 为 偶数 时 ， sin つ ーー 0 ; 当 n 为 奇数 时 ， 
sin つ - =+1, 
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TE, RER =, HEEN, 取 no=2N, m= 
2N +1, R 
|==, 7 xn, 


故 数 列 { xw } 发 散 得 证 。 


-ian MoT on Not | L, 
= sin 2 sin 2 |= 1>2 Egs 


p7. 车 数列 { S.) - (xi taco oo gt, 则 数 


N (xa) = Í De b. 


L| 

xm Onti +2 + am 
证 明 | am-an, pans panig Am 
明 | " "U Ser NT で us 
TS ml dpa . + Um 

Sm Sm Sm 
- Ga+ 1 tantz t tt t m l 

Sm 
-Sm $n $n - 1 ES $5 
Sa , Sm i 


由 此 不 等 式 可 知 ， 只 要 -Sa-< 荆 ， 就 能 保 证 lem- al> 
六 同时 因 Sr 单 调 递增 无 界 ， 所 以 对 任 给 正 整 数 ru 必 存 在 
ms， 使 得 Sm ,> 25, B, Su BERI, LOU 
任意 N, 取 n = N+ 1 ， 必 有 mo 二 no=NN+ 1>N, 使 得 
=<, 从 而 
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Xm, ー Xn, 


> 1 d m E = 
r 0 $ 


三 “用 子 列 的 性 质 


上 面 我 们 介绍 了 两 种 判定 极限 不 存在 的 方法 ， 那 两 种 方 
法 ， 从 原则 上 讲 对 任何 发 散 数列 都 “有 权 ” 去 审查 ， 但 具体 
用 起 来 很 不 方便 ， 特 别 是 对 有 些 较 复杂 的 数列 更 为 困难 ， 鉴 
于 此 ,下 面 我 们 将 介绍 一 种 应 用 起 来 很 灵活 的 方法 .根据 8 3 
定理 2 ， 欲 判定 一 个 数列 发 散 ， 只 要 我 们 能 抽出 -一 个 发 散 子 
列 即 可 ， 或 者 能 找到 两 个 极限 不 同 的 子 列 也 行 . 这 样 ， 就 可 
以 把 考察 一 个 整体 数列 的 某 种 特性 ， 转 化 为 考察 它 的 一 部 
分 ， 从 而 可 以 作 到 从 局 部 把 握 全 局 。 这 就 是 此 法 灵活 多 变 的 
根本 原因 。 


例 8 试 证 数列 { xn 上 = { sin ELA 
证 明 利用 子 列 的 性 原 。 只 要 能 选 出 两 个 极限 不 同 的 子 


列 即 可 。 为 此 


ee ded L 


2) ¿nt = 2h, 则 
| limxnp= limsinkn = 0 。 


故 数 列 { Zn} AW. 
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说 明 六 衝 方 法 比 前 画 用 的 何 西 準則 的 否定 式 要 議 便 得 
多 . 


T E n | 
例 9 WERA (xn) = { 二 一} 发表 
证 明 4n,7 R°, =1。 2, 3, =, MWA 


BR, FI { xn，} 发 散 ， 从 而 数列 { xn } BRR. 


例 10 试 证 数列 { xn } = { } AH. 


WE) ea エー エン enD Haan 
n,7105-1, k21, 2, 3, =, AW 
mnc. i 0 TR codo SL 

lgnu(n, +1) 2l1g(n, +1) 2k 
因 此 , 子 列 (x。。} R KO (xa) 也 发 散 。 

Bin 试 证 {xn ) =1 mm JAR. 

证 明  Binin", WMA 


>k, 


Xng 


*^^ "igdgsi ee) Mass 
Ün, =10f, k- 1, 2, 3, AMA 
EX ———' — s 
lg(1gn,!) ^ lg(lgn,"h)  lgCn,*lgn,) 
k k 
"In^ 
Bibl, FI (xs) 发 散 ， 故 { xn) 也 发 散 。 


ーー 
ーー ~ 


Xn, 
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1 


トウ 


J 8 


用 极限 定义 的 否定 形式 证 明 ， 
CT 
nom + 2 
(2) lim3 (Ca +b) + (— "(a - 623a (adeb. 


lim( AQ -D'*«O-BCA,B,C9 3 X X), 


lim— 3g 2 
yy * 


lim( x? +2x+1)>e 5, 
X22 . 


用 柯 西 准则 的 否定 形式 证 明 下 列 数列 发 散 ; 


d m 
(2) 


(4) 


NA 
2 LJ 


Xn = COS 


x 7 一 Anl. 


利用 子 列 的 性 质证 明 下 列 数列 发 散 ; 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 
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Xn = Algn. 
An 

sinnz ° 

vn 

lan ° 
2sinnz 
l-tcosnx 


x5 


Xn 


Xn 二 


附录 不 等 式 


不 等 式 是 研究 函数 的 一 个 重要 工具 ， 本 附录 扼要 地 介绍 
在 数学 分 析 中 常用 的 一 些 不 等 式 . 


— 普通 不等式 


定理 x00 (=1、2、…。 n, Hxixo xn = 1, 
H] — x, + x, + += + xà. 

证 了 明 1) 当 n= 1 时 ， BA. 

2) ”假设 命题 对 n=& 为 真 ， 要 证 明 n=k+ 1 时 命题 亦 
K. 事实 上 ， 当 x1=x,=… = ニッ 。 = 1 时 ， 定 理 当然 成 立 ， 
REBEX x: es Xp, 不 全 为 1， 于 是 ， 必 然 有 1 入 1， 
jk+ lE xi1, x;< 1, PØ x<, x,,,7 1, 
记 y = x1xj,,,， 则 由 归纳 假设 有 

ytXitxste + hh, 
所 以 
k+l 
2 リニモ ( ッ タキ キタ s キ ツキ + xy 


+ Xa 73144,,,* 1 - 1 
Shtltl-x0U0x,-02hk- N 
故 命题 对 一 切 自 然 数 为 真 ， 
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由 这 个 定理 出 发 ， 可 以 引出 一 系列 重要 结果 ， 开 列 于 下 


A. 
a 
(COM a5) -— 
Ma —— 一 ーー= ーーーーーーーーーーーーーーーーー… a, ° a, € w... € Gn 


n 
ri 
<( ots +ahy Ê 
n ° 


证 明 “asas... axr a, 川 a^ "ERE a% =a"*, 


所 以 


a9 a... a% 
— でぶ ー 
a a u 
- (Y n) (e s. 
由 上 迷 定 理知 
CN RT A 
a a a a 
Zn, 
即 ag 上 g92 二 … 二 aĝ 
-一 一 一 一 一 >o"， 


n 


aj tag *--taf 


从 而 inre erede 之 clna 。 


l 


( a? 十 ag e a8 ^ TN 
Jh Bp In V— y O_ — SlnM gaan 


n 
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所 以 


n /— — — 
ーーーーーーーーーーーーーーーー 一 一 SA 0102'*0n 


(=a age Baa 


n 
同 理 可 证 右 半 段 . | 
若 取 a = - 1, p=1, WA “平均 不等式 ” 
(Gi) 一 一 一 So 
VUE E. 0105'*'0g 
G1 G Gn 


3 


式 中 等 号 当 且 仅 当 ca = a, = …=an 时 成 立 。 

这 个 不 等 式 是 说 * 个 正 数 ca ，a*，…ar 的 调和 平均 <JL 
何平 均 私 算术 平均 ， 它 的 结构 简单 ， 应 用 广泛 

H (; ) 易 得 

o - AE : 

(iii) (Za) (Ea) >n 

(a,2>0, k=1, 2, =, n), 

Bi» 还 可 以 得 到 一 个 和 n 个 正 数 O15, Gos ***, an 的 

“加 权 平 均 ” 相 关 的 著名 不 等 式 Lg 


(í V) Pit pgti “十 办 nr bi t p: SA 
ger ww 
as 


< of! aft. af” 
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Gi + bsa. + c + pra + b, 十 … + 
«(t D pa "ry Sa d P» Pn 
(RP p> 0 HAWK, 2/70, i= 1,2, 
正明 WERE. 
D #pi(i= 1, 2, n) 为 自然 数 ， 则 

bi + b> + の ER 


が 浅め た ガブ ノル mmm 


G1iG ° **OQnGn''' Gn 
——À b C MENTRE a 
Pi ^ Put 
pT pn 个 


itost tat"+ontant tan ` 
Pi + bx tont Pn 
= biGi t Paga F U T paga 
Dit Da t7 0 Pn 
Pb: t p; 十 e. + pn 次 方 得 


pi abis . pn 


て “tpnan Dit pit pr 


ューーーーー —— 


pıt pa! Dn 
2) #pi2>0G= 1, 2, en) 为 有 理 数 ， 设 其 公分 


EAL, WATARA pizi Cie 15 2, c. 
BA 


Gi 


«( ma; mil sot msn BA <. 
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= (P01 + p02 + ーー Paga ymi +m + mg, 
pı tpt t Dn 


两 边 开 ! 次 方 得 
/一 一 一 一 一 一 一 
a?! df ai" - Jj at: dite an 
mi VU L... y n 
< (Pt part U: ‘+ Dn ada) i l / 
` Pi + ps + ° + Pn 
= (~ aga t t paan yp Tace. 


Dit patct ps 
再 证 左 半 段 ， Ab m 1 0 ($21, 2, °°, n), MR 

上 面 的 结果 有 
bP! pP:... bpr 


bib) + r sos t DIP bn \pi + picto pn 
; <( pi + ps + + bn ) uu 


Di + Ps +> pg 


Bj) 

CIN VEN 

aP! aP :. af” 

à bi + p; 十 + pn , 
A Bp o? ao Pš "nd. 
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s P a pn <4 WR 4 Py p sn tps 
Pi pË pop Ps 
Qi a2 ay 
HIR ER Jr 1: n] AE —25 uEBI E CH p; 0 (7 = 1 ,2， 
…，7 〉) ， 这 个 结果 也 是 对 的 ， 


A Pi es ? 二 cce I 
车 令 ety = ゆい 上 の の EF 5s (i 1, 2, > ^) 则 
不等式 GV ,有 下 面 的 等 价 形 式 
— M— —& aT! aq? *e. gg" 
gp a + Zn 


Kaai +a t *** +anan 
(xa; 0, a;> 0, i=1, 2, =, n, H aitaz+t =a 
+an= 1), | 
(V) 贝 努 利 不 等 式 
Kxi^-1, Bx;x;2> 0 €i, j=1, 2, =>, n), MJ 


ial asa CD 
证 明 先 证 右 半 段 ， 由 于 1 +xí2> 0 (f=1,2,." ,17), 
H “平均 不等式 ? A 


ITa«xo < (20 A n 


i= 1 7 
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再 证 左 半 段 ， 
1) 当 n= 1 时 ， 显 然 ， 
2) ”假设 不 等 式 对 n = k 为 真 ， 从 而 证 明 n=h+ 1, 时 亦 


k+1 k 
II (1 txi) = (1 tera) [C1 + xí) 
i= 1 i=] 


k ・ 
Z( 1 + xk+,1) (1 + xi) 


t-j 


R+ | 


+ F 
=1 +9, xí + 2 Xk+ Xi 


f=1 f= 1 
hi1 

之 1 + う xi, ° 
j= 1 


故 不 等 式 对 一 切 自然 数 n 为 真 ， 
見 努 利 不等式 的 特例 , 
当 x = x,== = xx= x> — 1 lf, # 
(1 +X) 之 1 nx. | 


(Vi) Ba;>0(i=1. 2, `“, n), M=max 


(a, Gys "sy an), m=minía,,as, e Gn), 川 
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一 一 


n ーーーー 一 ——À 
—— «Varas 
ーー キーー サ s. oc 


a | Gs an 


+ 4o 
ーー d : n <M. 


证 明 Ex aim 0, 所 以 一 ぐー (| 81,2, n), 


] 
i-1 Gi m 
で 2m. | (1453 
m i Eu eidcm 
à | G; Gn 


: | 
又 0 <a; SM, BrELY ai «nM (=1,2 ,° n), 即 
i=] 


Site, tae «M. (2') 


联合 ( 1 ),，( 2 ) 及 (ii ) 知 不 等 式 为 真 ， 
(Vii) 设 c ;为 实数 ， b;50(ií21,2,', n); X 


a Gs a 

M max —, , a n), 
b, b, bn 
a | a» Gn 

m = min{ -2 :9 E - 
b, b, bn 


出 
aitat’ tan < 
mS B: Thi RE. <M. 


证 明 H m<- ) -<M (21, 2, の 1 n), A 
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AL 


mb;<a; Mb; (i21, 2, "n, 


mbi< Tai<M Db, 


3= 1 $71 


me d. ni S … 十 EN ' «M. 
bi +b: +: “+bn "s 


Mb, =b, =" hin d | 
uecdi mi S Cao: 
s | 
(Viii) 本 西 不 等 式 ー 
对 于 任意 两 组 实数 Qe» Pi (E Ly 2y “9 n), 有 
(Z aibi) < (Zat s). 


t=] 


证 明 对 于 任意 的 实数 x， 有 


n ; n 
Y (aix * B)? = (aix! *2xaifi t Bi?) 
EE i= 1 


I 


n n n 
x* 3 'aj** 2x Y aifi + 1 Bi 
171 $171 E i= 1 


zo. m 
所 以 ， 这 个 关于 x 的 二 次 三 项 式 的 系数 应 满足 
(25 aibi) - 4 (Zait (E 8) «e. 


1*1 1= 1 


即 
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(Bub) < (Fla (E), 


二 绝对 值 不 等 式 


关于 实数 c 的 绝对 值 有 下 列 几 种 定义 方法 。 
几何 定义 法 ”实数 a 的 绝对 值 是 指 ， 数 轴 上 以 a 为 坐标 
的 点 Po 与 原点 0O 的 距离 10Q0Pa|. 
代数 定义 法 “实数 ca 的 绝对 值 定义 为 : 
a, a20, 
ape | -a, a« 0. 
分 析 定 义 法 ”实数 a 的 绝对 值 定义 为 ; 
lal=-max Í ~a, a) 
关于 绝对 值 有 下 面 一 些 性 质 : 
(1) la|2l|]-al20.45HífX34a- 08], 有 |zl = 9. 
(2) -lelXaxlal. | 
(3) 关系 式 |a|<h(h> 0) 等 价 于 不 等 式 -- 4 ご a ご hk: 
同样 地 |o|<A C hz» 0 ) BRF — <a Sh. 
证 明 由 lal =max{ -a, a) <h, 可 推 出 o ご 7。 或 
-G<R， 从 而 有 - h<a<b, 


反 过 来 ,着 ~h<a<h， 此 即 { 775 ATA lel= 


maxí-a, a ) <h. 
同样 可 以 证 明 第 二 部 分 
(4) 对 于 任何 实数 c 和 实数 bp， 有 
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la -bixlal * Ibi. 
用 数学 归纳 法 容易 将 上 述 绝对 值 不 等 式 推广 到 一 般 的 情 


(5) la-bl|xla-c| + lc- bl. 
证 明 lu-bl-|]ta-c)(c-bD|&la cl+] c-bl° 
(65 ja) blz lal- Ibl. 
由 ( 4 )、(6) 得 

lal - l6] &la +b|< al + ibl. 
(7) labi 7 lallbi. 

| | | 
(8) el (b 2€ 0 7. 
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